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THE CONTINUOUS SPECTRUM OP HYDROGEN ASSOCIATED 
WITH EACH OF THE LINES IN THE 
BALMER SERIES^ 

B. Arakatsu, Y. Ota and K. Kimura 

1 Plate and 4 Figures 
(Accepted for publication Deo lllh, 1931) 

I. 

The continuous spectrum 1 * of hydrogen which originates near the 
limit (A 3647 A) of the Balmer series and extends far into the ultra¬ 
violet region was observed by astronomers for a long time. It was first 
ascertained by Stark, by the exj>erimental study of the positive rays of 
Indrogen, that this spectrum was really due to the hydrogen atoms. 

The theoretical interpretation of this continuous spectrum was given 
first by Bohr. According to his conception, if an electron of the kinetic 
energy J mv impinges on a proton and forms a neutral atom in the 
discrete stationary state n = 2 of the total energy W r , a spectrum, whose 
frequency v be given by 

l mv -W,«A* 

is considered to l>e emitted. The spectrum must then originate just at 
the limit of the series (/w= — W.) and extend to the shorter wave-length 
side with an intensity bistribution corresponding to that of the kinetic 
energy of the electrons before the combination. 

The existence of this spectrum was also explained afterwards, by 
Sciirodinger in a new conception based on the view of the wave mechanics. 

§) This paper was read before the anniversary meeting of the Physico-Mathematical Society 
of Japan, October 29, 1931. 

1) Numerous literature is well summarised by Finkelnburg. ty\ Finkelubarg, Phvs. Zeitschrift, 
31, 1, 1930. 

[Mem. of the Fac. of Sci. & Agr. Taihoku Imp. Univ., Formosa, Japan. VoL v. No. 1, 
January, 1932.] 
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oontintjous spectrum of hydrogen 


According to this theory, the element of the existence of this continuous 
spectrum was naturally derived from the wave equation of the atom as 
the eigen solutions corresponding to the positive continuous eigen values, 
and namely as a state existing in the oscillating system itself. It is 
demanded, also in this theory, that this continuous spectrum must be 
originated just at the series limit. No clear conception, however, was 
developed relating to the law to determine the intensity of this continuous 
spectrum. 

Having observed this continuous spectrum by a method of the electro¬ 
deless ring discharge, Herzberg 8) noted that, instead of beginning just 
at this limit, it extended somewhat into the region of the Balmer lines. 
Astronomers had long observed this phenomenon in stellar spectra so 
markedly that the continuous background had been clearly seen at the 
region 3700 A* 0 . Wright 2 3 4 *, having studied its intensity distribution, has 
noticed that the continuous spectrum is probably associated with each of 
the Balmer lines of higher terms and suspected then Bohr's stationary 
states might be broken beyond a limit. 

Now, in the course of the study on the hydrogen spectra, a set of 
remarkable phenomena have been discovered by the present writers, that is, 
the continuous spectrum of hydrogen, when it is emitted from a stream of 
positive rays produced by a condensed discharge and also by an electro¬ 
deless ring discharge, is closely connected to each of the lines of the 
Balmer series, just as is the theoretical continuous spectrum to the series 
limit, and that the intensity of this continuous spectrum seems to be 

2) G. Henberg, Ann. d. Phys. 84, 566, 1927. 

3) I. Everehed, Phil. Trans. A, 197, 399, 1901. 

W. u. Lady Huggins, Atlas of representative stellar spectra. 

J. Hartmann, Physik. Zeitschr.18, 429, 1917. 

W. H. Wright, Lick Obs. Bull. 9, 54, 1917. 

Publ. Lick Obs. 18, 256, 1918. 

Proc. Amer. PhU. Soc. 49, 630, 1920. 
lick Obs. Bull. 10, 101, 1921. 

Nature, 109, 810, 1922. 

Ching-Song Ytt, lick Bull. 12, 104, 1926. 

M. C Johnson, Montbl. Not. 85, 813, 1925; 86, 300, 1926. 

4) W. H. Wright, Nature, 109, 810, 1922. 
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conditioned by the law which determines that of the line with which it 
is associated. 

The careful observations of these phenomena have naturally led us 
to the following interesting conclusions. 

First, as Wright supposed, in an actual hydrogen atom situated in 
an inter-atomic complication, only a set of quantized states up to a definite 
one, corresponding to its relations to the surrouuding ions, are allowable, 
but it becomes difficult for quantized states beyond this limit to exist 
and they are obliterated to melt into an unquantized continuous region. 

Second, a collection of the ideal free hydrogen atoms does not emit 
the continuous spectrum originated just at the theoretical limit, i. e. the 
theoretical free hydrogen atom does not generally resonate (combine) with 
an electron which has an arbitrary amount of positive kinetic eneigy. 

Third, the continuous si>ectrum of a perceptible intensity originates 
always at a certain line of the series, namely, the atom which takes a part 
in emitting the so-called continuous spectrum at series limit is the one that 
has a continuous region of this kind. In other wonls, only the atom 
which is so affected by the fields of the neighbouring atoms as to be 
able to have a continuous state in it can resonate (combine) with any 
electron which has an arbitrary amount (positive) of kinetic energy. 

If we take an atom as the vibrating system and the electron 
impinging on it as a train of waves of a frequency corresponding to its 
kinetic energy, these phenomena are quite natural in view of the old 
undulatory theory of oscillators. Each of the particular solutions (includ¬ 
ing the continuous solution) of the Schrodinger’s equation of free 
hydrogen atom is the element to produce the resonance beat phenomena 
in that atom; the actual resonance beat between a discrete element (n = 
2) and the positive continuous one can only occur when the atom has 
its own continuous region which may first excite itself in resonance to the 
coming electron wave and then beat with discrete eigen frequencies. 

II. 

To find if there exist some connections between the continuous 
spectrum of hydrogen and its series lines, the emission spectrum of this 
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CONTINUOUS SPECTRUM OP HVDROGEN 


gas is carefuly observed in various excitations. The condensed discharge 
through a Geissler tube and the electrodeless ring discharge were found 
to be suitable for this purpose. 


Fig. 1. 



The experimental arrangements for the heavy condor sed discharge 
are as shown in Fig. 1. Two high tension condensers specially made by 
Shimazu Seisakusho, each with a capacity of 0.05 microfarads, are 
charged in a series by a large one-pole-earthed X-ray transformer from 
100 kv., up to 140 kv., and discharged through a Geissler tube by means 
of a spark gap of two aluminium balls. 
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In experiments of this kind it is most undesirable that a back 
shock by the heavy discharge should sometimes disturb the main of the 
electric installation of the labors ^ory. To protect the main from this 
shock, two precautions are made, one is to insert a pair of small inductances 
(1„) of suitable capacitances (c„) to each of the primary circuits of the trans¬ 
formers, and the other, which is essentially effective for this purpose, 
is to have a set of water impedances Lj and L, in the high tension 
circuit. By aid of these water impedances the transmission of all kinds 
of high frequency effects caused by the spark discharge back into the 
transformer systems are choked, especially the sudden change of the state 
of the electrostatic induction between the primary and the secondary 
wiring in the filament current transformer T s is quite reduced, so that 
no back effect is perceivable in the primary. 

The filament current of the kenotrons K„ and K, which are connect¬ 
ed parallel to each other to the same pole of this transformer in the 
opposite directions, are so adjusted [that the sparks are made one or two 
in one second. The inductance which is inserted parallel to the 
Geissler tube G and earthed in the middle, is so provided for that no 
heavy spark can be made through S when no Geissler tube is inserted 
ill G. By this equipment the follow through current through S and G, 
which may be caused after each of the discharges, can be perfectly 
reduced to zero, and consequently only a pure instantaneous high fre¬ 
quency current can be transmitted vigorously through the Geissler tube 
G. Thus we see that the brilliant radiation from G is due quite to this 
pure high frequency heavy current in it. The current density through 
the tube G is controlled by changing the spark length in S, by varying 
the inductance L*, or by making the tube in various dimensions. 

We used, at first, a tube without any window, after being preheated 
and discharged for hours through a hydrogen current introduced by a 
hot paradium tube. It was found, however, that the experimental result 
with this tube were, as far as the aspect of the continuous spectrum in 
relation to the Balmer lines is concerned, of the same character as 
those with a tube which has a quartz window and is filled with hydrogen 
obtained by electrolysis. 
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in. 

In discharging heavy condensed electricity through a Geissler tube of 
hydrogen in various current densities and pressures (from 0.001 mm. to 
5 cm. of mercury) observations were made very conveniently by using) 
in most cases, Helger’s small quartz spectrograph. 

Now, at the instance of the heavy discharge, the capillary part of 
the tube appeared brilliant pink-white, while the wider parts at the 
ends glowed red, characteristic of hydrogen. We found this glow was due 
to the neutralizing positive rays of the hydrogen atoms and was very likely 
to be observed for this purpose* 5 . By observing this part from the side of 
the tube, under various conditions of discharge, a set of plates was obtained 
(Plate 1). To obtain a spectrogram which shows the intensity distribution 
of the continuous spectrum in the right way, no condensing lens was 
used. 

When the pressure was some hundredths mm. of mercury and the 
tube a large one, i. e. 4 cm. in diameter, we observed the lines up to 
the nineth or tenth of the Balmer series and the continuous spectrum 
originated sharply in its maximum intensity at the line of the highest 
member or the next appeared and gradually decayed in the region of 
2000 A" 5 . No secondary spectrum appeared. 

By increasing the pressure, the number of lines decreased one by 
one down to the 5th and the continuous spectrum originated always in 
its maximum intensity at the highest member line appearing in each 
case. 

Thus we see that the continuous spectrum of hydrogen excited by 
a condensed discharge of this kind is, at least up to this stage, closely 
related with the line of the highest term appearing in each case, just 
as in the theoretical continuous spectrum with the series limit. 

6) Analogous phenomenon was also found in the; experiment of the electrodeless ring dis¬ 
charge. 

6) These aspects were also weU observed by us in the experiment of the electrodeless ring 
discharge, as first attacked by Herxberg. A well developed continuous spectrum asso¬ 
ciated with the lines near the limit of the Balmer series is observed. This will be written 
up later hi detai l. 
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It is to be noticed here that, in all of the above stages, the intensity 
of the continuous spectrum at its head is continuous with that of the 
last line at which the continuous spectrum begins. The photometric 
observations (which will be reported later) give the following diagramatic 
intensity aspect (Fig. 2). 


Fig. 2. 



The intensity of the continuous spectrum decays from the head very 
gradually to the far ultra-violet region, indicating no special irregularity 
on passing the limit of the Balmer series. We observed, moreover, in 
every region of wave lengths the intensity of the continuous sj>ectrum 
liecame stronger and well develop**! as the head began at a line of 
the lower member of the series. Thus we see the intensity of the 
continuous spectrum is closely related with that of the line with which 
it is associated. 

Now, when the pressure of hydrogen was iucreased to two or three 
millimeters of mercury and the diameter of the discharge tube was some 
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mms the spectrogram was composed of the diflfase first few lines of the 
Balmer series (up to Hi), and the well developed continuous back 
ground originated from H a . 

We noticed at once that the intensity of this continuous background 
increased abruptly by passing each of the lines which appeared. In 
some plates, a marked continuous spectrum was not observed between 

and H„ but just originated at H, in marked intensity, while in 
some others it originated at H 1 in a similar way. 

By increasing the pressure (up to some cm.) and the current density 
in the tube, we observed, by and by, the continuous spectra of the lower 
members more intensely. The strongest one among them displaced itself 
from the higher to the lower one as the density of the ions surrounding 
the radiating atom increased, and the Balmer lines disappeared one by 
one. In the final instance, only the well developed H. -continuous 
8}>ectrum was observed 75 . We tried in vaiu to obtain a spectrogram in 
which a continuous background of appreciable intensity extended further 
over this line into the infra-red region. 


IV. 

These phenomena have naturally led us to conclude that the origin 
of this continuous spectrum must l>e attributed to the atoms in neutral¬ 
izing states. BohRt-Schrodinger’s theory of the hydrogen atom is valid 
naturally only for an isolated free atom in its form. When the radiating 
atom, however, is surrounded by the ions of atoms or molecules, it l>eco- 
oraes difficult for the states of the higher principal quantum number to 
exist quantized. They are obliterated to melt into an unquantized state” • 
Thus we see, as Wright 05 suspected, in some of the radiating atoms 

7) The phenomenon of thus lost stage was beautifully observed by Ilulburt. E. O. Hulburt, 
Phys. Rftv. 36, 13, 1930. 

8) We may then, for convenience, assign a name a (p, y, 5.) to the continuous spectrum 

sharply originated from the lines lia (Ifp, Hy, JfS.) and also to the state of an 

atom in which only a set of quantised states up to the principal quantum number 2, 
( ’, 4, 5,.) is allowable. 

9) Wright, Nature, 109, 810, 1922. 
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only a set of quantized states up to a definite one, corresponding to the 
relations with the surrounding ions, are allowable, but quantized states 
beyond this limit become diffuse to build a continuous state. 


Fig. 3. 



The existence (as well as the inten¬ 
sity) of the continuous spectrum is found 
closely conditioned by the law to determine 
the intensity of the line to which it is 
related, or, namely, by the existence of 
tliis continuous state beyond the limit which 
is the up}K?r state of the line with which 
the continuous sjjectrum is associated. We 
can thus sus]:>ect at once that one of the 
factors in determining the intensity of 
the continuous sjiectriuns is just one of 
the factors of the so-called transition 
probability of the associated line. The 
wave function of the upi>er state related 
to the line is now considered to take a 


part in determining the condition of the existence and the intensity of 
its associated continuous spectrum. 

Those considerations are quite natural if we are reminded of the 
intensity diagram mentioned above, namely, the fact that the intensity 
of the continuous qiectrum at its head is equal to that of the last line 
to which this head adjoins. Combining this aspect with the fact that 
the continuous spectrum is smoothly develoj»ed from a Balmer line not 
only down to the position of the series limit but also over this (without 
showing any irregularity there) far into the ultra-violet region, we are 
naturally led to conclude that the existence of the continuous region 
beyond a limiting quantum number is a necessary condition for the 
developement of this continuous sj>ectrum which appeared always associ¬ 
ated with the line, the upper ” state related to which is the limit of 
the allowable quantum state. 
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y. 

To ascertain if these aspects of phenomena be also observed further for 
the line of the higher termB in the series, a method of the electrodeless 
ring discharge was employed, since this discharge can be made through 
the gas of very high vacuum and therfore one is likely to observe the 
Balrner lines up to the higher members. To excite the tube, the 
condensed discharge apparatus above described was used. The primary 
coil, which was wound ten turns untouched around a quarts tube of one 
metre in length and 2.7 cm. in diameter, was earthed at one end. 
(Fig. 4). 


Fig. 4. 



A : Pink white. B: Pink red. C: Deep red. 

Balmer line (first few ones). Balrner lines. Balrner lines. 

Secondary spectrum. Continuous spectrum Continuous spectrum 

Continuous spectrum from from a certain line. from the last line 

visible far into the observed, 

ultra-violet. 


When a heavy condensed discharge was made through the primary 
coil the hydrogen gas in the tube glowed brilliantly under good cond¬ 
itions 1 ^. We noticed that the glow in B and C, which extended sometimes 
about 20 cm. from the end of the coil, was due to the positive rays of 
the hydrogen atoms which were excited in A and expelled by the 
electrostatic field between the ends of the coil. These parts (especially 
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C) were observed by a small quartz spectrograph without any condensing 
lens. One of the spestrograms is reproduced in Plate 1 (e, f). 

We could thus extend the range of the observations of phenomena 
up to the higher members by decreasing the pressure of the gas in the 
tube even down to the stage at which the glow is due quite to the 
hydrogen atom liberated from the wall of the tube at the instance of 
the discharge; the electrons (replied in the opposite direction) reach 
then to the end of the tube. As one sees, the phenomena have quite 
the same character as those observed in the condensed discharge experi¬ 
ments, except that the widths of the lines appear in descending order 
as the number of terms ascends 10 *. 

The continuous spectrum originated also in this case always at the 
last line observed and developed from there smoothly over the series 
limit to far ultra-violet. The intensity of the head of the continuous 
spectrum is in every casts equal to that of the last line with which this 
continuous spectrum associate!. 

Thus we see that the inference we made in previous sections can 
be made too for the con tin nous sjiectrum associated with the lines of 
higher members. 

Now we can infer that a collection of free hydrogen atoms emit 
the theoretical continuous sj>eetnun at the series limit with the intensity 
of the limiting line of the series, which is nil, or in other words, the 
theoretical continuous sj>ectrum at series limit does not exist in nature. 


VI. 

Since <{ the continuous spectrum at series limit ” is thus originated 
always at a certain line of the series with the intensity of this line. 
It seems to us that the law to determine the intensity of the con¬ 
tinuous spectrum may be derived by the law to determine that of the 
line with which this continuous spectrum neccessarily associates. The 
quantum states beyond the upi>er one of this line melt into a continuous 


10) The details of the appearance wUl be reported later. 
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region. Being the continuous spectrum (which extends far into ultra¬ 
violet) able to develop only when this continuous region exists, we can 
conclude that the coming election combines first with the proton in this 
continuous state having its whole enorgy in the atom system involved, and 
then transits to a discrete state (ns2 in this case) with the probability 
of a line the upper stato of which is its limit for this continuous state. 

If the proton is in its free state, it will be naturally infered that 
no electron can combine with it, since, in this case, it is impossible to 
form firet a continuous state and, therefore, the coming electron combines 
in a discrete (planturn state with a transition probability, (o), of the line 
of the series limit. 

This inference elucidates not only the mechanism of the emission 
of the continuous spectrum in association with the series line Imt also 
that of the combination of an electron with a proton. 

If we consider the proton and the electron as a train of waves and 
the state of the atom system as the stationary wave of these two, or an 
oscillating system made up of them, we can express the above pheno¬ 
mena roughly in the following way. 

Box ir-Sciir<>ed rNGER > s theory of hydrogen atom expresses the five 
states of these oscillators. If an electron of an arbitrary amount of kinetic 
energy impinges on a free proton, no resonance occurs between them, 
the waves pass by mithout interfering with one another, the electron 
will then pass through, or reflect from, the proton, probably because there 
is no commensurable harmonics between the discrete frequency (energy) 
of this oscillator and the arbitrary amount of kinetic energy (frequency) 
of the electron. 

When the proton is situated in an intra-atomic complication and is 
afflicted by the field 11 *, the waves of the proton and the electron are 
mollified so as to form an oscillating system having a continuous rogion 

11) The arguments on the instability of an quantum state in a field will be discussed laler 

in combination of the results of Traubenberg-Gebauer. 

H. Rausch v. Traubenberg u. K. Gebauer, Naturwiss. 18, 132, 1030. 

HL Rausch v. Traubenberg, R. Gebauer, G. Lewin, Naturwissenschaften, 19, 417, 1030. 

R. Gebauer und H. Rausch, ZS. f. Phys. 71, 201, 1931. 
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of frequency, or what is the same thing, when the oscillator lias commen¬ 
surable harmonics with the frequency of the coming electron wave, there 
can occur the resonance ^transition or combination) phenomena to form a 
system of stationary waves, a state in the continuous region. Thereafter, 
the beat phenomena take place with any of the discrete states which are 
the quantum theoretical harmonics. This is very natural in view of the 
old theory of oscillators. 

These considerations, with further experimental studies of allied 
phenomena, will throw some light on the view of the theory of wave 
mechanics and the quantums physics. 




Plate t 
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Glass 


d 



Quarts 
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Quartz 
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a, b, c, and d: 
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B. Arakatsu, Y. Ota and K. Kimura. 
with each of the lines in the Balmer series. 


Condensed discharge. 

Elettrodeless discharge. 

Fnlarged plate of e. 

The continuous spectrum of hvdrqgen associated 







ON SOME PECULIAR PHENOMENA OF THE ELECTRODELESS 
RING DISCHARGE THROUGH HYDROGEN 
IN A LONG TUBE. 

B. Abakatsu and K. Kemuba 
3 Figures 

(Accepted for publication Jan. 21st, 1932) 

In the course of the study on the continuous spectrum of hydrogeu 
associated with each of the Balmer lines c,) , a method of ejectrodeless ring 
discharge was employed. During the exj>eriment with this method, 
especially when applied to a long tube, a series of interesting phenomena 
were observed. Some of them are described in the present paper. 

A quartz or glass tube (XY in Fig. 1) of one meter in length and 
about 3 cms. in diameter was wound around, without being touched, 
with thick alminium wire using about ten turns in 10 cms. Through 
this “ primary coil ” the condensed discharge was made at the rate of one 
or two per second by the apparatus previously reported (I) . Rough calcu¬ 
lations show that the discharging current in the coil reaches some 
thousands amperes in a period of V* 00000 ssccmd and the power of the 
discharge is about 25000 KW. By this heavy discharge, an enormous 
amount of variation of the magnetic field was produced and conse¬ 
quently a sufficiently intense electro-motive force could be induced in 
the tube to excite very strongly gas under suitable pressure. 

The hydrogen used was sometimes introduced through a hot palla¬ 
dium tube, but it was generated in most cases by the electrolysis of a 
dilute aqueous solution of phosphorous penta oxide and introduced into 

(1) B. Arakatmj, Y. Ota, and K. Kimtha, Memoir* of the Faculty of Science and 

Agriculture. Taihoku Imp. Univ., VoL V, 1, 1932. 

[Mem. of the Fac. of ScL <* Agr., Taihoku imp. Univ., Formosa, Japan, Vol. V., No. 2, Art. 

1, March, 1982] 
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convenient in running the experiment for a long time. After passing a 
capillary tube of suitable dimensions, the gas was introduced through a 
desiccating tube of about one metre in length and two traps to the 
discharge tube (XY). 

Since it was found that a trace of mercury vapour in the tube 
remarkably affects the nature of the phenomena, precautions were made 
to experiment uuder conditions quite free from this gas. 

In order to expell the air and other impurities from the tube, the 
pump and the gas generator were continuously operated through-out the 
week before the experiment was commenced, during which the discharges 
were made intermittently. 


(ii) 

As long as the pressure of the gas was higher than a millimeter of 
mercury, no glow was observed in the tube when heavy condensed 
discharges were made through the primary coil. When the pressure 
reached about 0.5 mm. the hydrogen gas began to glow pale-white, the 
spectrum of which, when it was observed by a hand spectroscope, was 
continuous and extended from the yellow to the limit of the visible 
spectrum in the violet, (The first stage). 

As the gas in the tube was further evacuated, down to about 0.2 
mm., we noticed a blue line (H,) in this continuous background, while 
H„ could hardly be detected in this case. A weak Fulcher band was 
sometimes observed. (The second stage). 

lip to this stage the glow was observed only in the part of the 
tube around which the primary coil was wound. AVhen the pressure 
decreasod down to 0.1 mm. the glow abruptly changed its colour to light 
pink extending somewhat out from the coiled part. The hand-spectro¬ 
scopic observation in the coiled part then revealed the brilliant Baliner 
lines H tf , H p and H T with the strong secondary spectrum on a weak, 
continuous background. (The third stage). 

Further evacuatiou resulted in extending the column of the glow 
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out from the coiled part of the tube. At a pressure of about 0.01- 
0.005, the brilliant pink glow extended about 20cms. from the ends of 
the coil on each side. (The fourth stage). 

It is very interesting that there was no striation observed throughout 
this glowing column 50cms. long, but only the variations of the colour 
in the different parts of the glow. Thus part A glowed brilliant pink- 
white tinted somewhat with blue-violet, part B pink- red, while part C 
was distinctly deep red (s) . 


Fig. 2. 


mKm mrnttlwmm* 


At this stage, we noticed a fluorescent glow on the inner wall of 
the glass tube due to the bombardment of electrons, especially when the 
gas was evacuated down to 0.001 mm. and the great majority of the 
glowing atoms seemed liberated from the inner wall of the tube at the 
instance of the discharge. These aspects were not affected when a point 
of the primary coil was earthed. 


(in) 

The spectrographical observations on the different parts of the glow 
were interesting. The spectrum of the glow in the coiled part A was 
of a similar character to that of the ordinary Geisler discharge, namely, 
the first few Balmer lines with the secondary spectrum, covered by 
a weak, continuous one extending from the visible part of the 
spectrum to the ultra-violet region, which is, by some writers, 


'3) J. J. Thomson, Phil. Mag., (2), p. 674, 1926. 
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accepted as the Zerfallsleuchten of the molecules (4) . In part B, out of 
the coil, one could hardly observe either the secondary syectrum or 
the continuous spectrum of the type just mentioned. But the Balmer lines 
developed well in this part up those from the tenth to the fifteenth 
member (or more according to the pressure of the gas) associating with 
the continuous spectrum which always originated at the last line of the 
observed Balmer lines in the same manner as the theoretical continuous 
spectrum related to the limit of the series 0 *. The glow in part C 
revealed a spectrum of the same character as in part B, except for 
a slight difference in the distribution of the intensity among the lines 
and the sharpness of the association of the continuous spectrum with 
the last line which appeared in the spectrogram. 

The so-called water-bands at X 3064A. and X 2811A were sometimes 
well observed. 


(IV) 

The glow in parts B and 0 must be considered, now without doubt, 
to be due to atoms in the neutralizing states. These atoms could not 
have been produced by the excitation caused by the rapid variation of 
the stray magnetic field, because the spectrum of this part is of quite 
different character from that of part A. In order to ascertain this, a 
tube of equal diameter was situated coaxially out of a coil. No glow 
was observed until one end of the tube was inserted some cms. in the 
coil. They also could not have been excited by the liombardment of the 
electrons on the hydrogen molecules there, since the spectrum must then 
have been accompanied by the intense secondary spectrum, as one usual¬ 
ly experienced. The spectrum observed end-ou showed some Doppler 
effect. From these facts we could ascertain that they are the positive 
rays of the hydrogen atoms which were first excited by the rapid varia- 

(4) P. M. Blackett and J. Frank, ZS f. Phy b. 04, 3S9, 1925. 

J. (i. WiNANb and E. C. U. Stuck eliierg. Proc. Nat. Acad. 14, 8t7, 192^. 

W. Fikkelnuuko, ZS. f. Phvs. 62, C24, 1900. 

5) B. Arakatsu, Y. Ota and K. Kimura, Memoirs of the Faculty of Science and Agri¬ 
culture. Taihoku Imp. Unix., Vol. V, 1, 1982. 
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tion of the magnetic field in part A and then expelled by the electro¬ 
static field set up between the ends of the inducting coil at the instance 
of the discharge. 

The electrons are naturally expelled in the opposite direction. The 
fluorescence on the inner wall of the tube mentioned in the previous 
section is now found to be due to these electrons. 

This method is thus found to be useful in separating a group of 
protons from one of electrons. 


(V) 

It is to be remarked here that, notwithstanding the intense Balmer 
lines, the secondary spectrum could scarcely be observed in parts B and 
C. The positive rays of the atoms in the neutralizing states are consi¬ 
dered to recombine naturally in these parts into the neutral hydrogen 
molecules. If one of the combining atoms were an excited one, the 
secondary spectrum would have been observed in an intensity comparable 
with that of the Balmer lines. Hence it must be inferred that the 
hydrogen molecules are generally formed with two hydrogen atoms both 
in the ground level (n = l), probably in a manner of Heitler-London 
theory' G) of homopolar combination. What is the reason, then, that the 
molecules are not formed from the atoms in excited states? The answer 
to this question is very simple, namely, this is due only to the difference 
of the mean life of the states. The life of the ground level is consi¬ 
dered to be infinitely great in comparison with that of the excited ones. 
Otherwise the Heitler-London theory must be considered as losing its 
applicability to excited atoms. We see, thus, the secondary spectrum is 
emitted only when the molecules are directly excited by some cause, or 
when the atoms in excited states combine by chance in the presence of 
some catalitic agencies C7) . After the moleculSs once split up, the emission 
spectra of hydrogen are in general the Balmer lines and their associated 
continuous spectrum. 

(6) W. Heitleb and T. London Z. f. Phy*. 44, 465, 1927. 

Y. Sugiuba. Z. f. Pfaya. 46, 4S4, 1927. 

(7) K. W. Wood. Above quoted. 
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The observation of the Lyman region and the Werner band, for 
whioh we are now arranging, will elucidate the facts decisively. 

(VI) 

The phenomenon that H p appears, at the second stage of the di¬ 
scharge, more intensely than H a , was also previously observed by many 
writers 00 . It will be useful here to call to our attention the study of 
Wachsmuth and Winawer and of Jung 00 . 

According to them, the pressure-conductivity relation of the hydrogen 
gas in a tube of the electrodeless ring discharge was shown diagrama- 
tically as in Fig. 3. 

By decreasing the pressure, the mean free path of the hydrogen 
molecules is naturally increased and hence the degree of the excitation 
of the molecules. 



The numbers I, II, and III were given by us in order to show the 
corresponding stages of the discharge in the present experiment, which 
were described in the previous section. The condition in the first stage 

(8) £. K. Robertson, Proc. Trans. Roy. Soc. Canada, 16, 151, 1922. 

J. Masson, Nature, 92, 508, 1914. 

M. 8chlesinger, Z. f. Physik, 38, 215, 1926. 

(9) R. Wachsmuth an B. Winawer, Ann. d. Physik, 42, 585, 1913. 

H. Juno,A nn. d. Physik, 75, 201, 1924. 
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of the present experiment is found also to correspond to that of the 
excitation by the bombardment of electrons whose energy is under 12.6 
volts, for we know in that case, for example, with Horton and Davies cl0) , 
that “a glow whose spectrum was continuous and extended from the 
yellow to the limit of the visible spectrum in the violet, was obtained 
at lower voltages than either the Balmer lines or the lines of the hydro¬ 
gen secondary spectrum, and without any ionization occurring.” 

The excitation in the second stage seems to correspond to that 
caused by the electrons of about 12.6 volts, by which the hydrogen 
molecule is said to be split up into normal atom and an excited (not 
ionized) one. This cosideration harmonizes with the fact that the con¬ 
ductivity of the gas is minimum in this stage. 

The principal quantum number of the state of this excited atom, 
or the quantum number of the electronic state of the molecule just 
before the splitting up is reasonably supposed to be four or, at most, 
five. If so, the fact that H, appears stronger than H* in this stage can 
be anticipated in the following way. 

Let T <t/ . be the transition probability between two states whose 
principal quantum number are “i” and «f” respectively, then, since 
the initial state of all of the excited atoms is considered to be of the 
same quantum number, say four, the intensity of H* and H ? should be 
anticipated as 

j __ T 4>n _. T^.,, _ 

T 4 . 3 + T 4.2 + T 4 ., T {.2 + T 3.1 

and 

j __ T 4 .2 __ 

T 4 .3 + T 4 . 2 4- T 4 .j 

respectively, provided that the effect of the reversal phenomena in the 
radiation-atom system is neglected. 

The supposition that the hydrogen molecule in this stage may split 
up when it is excited to an electnonic state of the quantum number 
four, may be justified as follows. 

(10) F. Horton and A. C. Davieb, Phil, Mag., 46, 872, 1903. 
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The energy-distance diagrams of the different states of the hydrogen 
molecule under this pressure may be distorted some-what, especially 
those of the higher quantum states become flat. If, then, an electron in 
a moleculo of 1 2 state (and also of a higher vibrational state) be ex¬ 
cited to an electronic state of the higher quantum number, say 4 11 the 
molecule must split up, in consequence of its instability, into a normal 
atom and an excited one whose quantum number is 4. . 

A higher state than this is probably, in this case, diffused to the 
continuous region of the kind that we described in the previous paper. 




The Principle of the Conservation of Angular Momentum or the 
Principle of the Conservation of the Symmetry or Antisym¬ 
metry of the Total Wave Function (Bose or Fermi 
Statistics) in Molecules? 

B. Arakatsu and Y. Ota 

(Accepted for publication March loth, 1932) 


I. Introduction. 

Raman 15 lias recently reported “an experimental proof of the spin 
of the photon ” by observing the amount of the depolarization of the Raman 
spectra of various gases and liquids. According to the conception" 5 of the 
spinning photon, “ it possesses besides energy liv and linear momentum 
-^ v - also an intrinsic spin or angular momentum ± ^ round an 
axis parallel to the direction of its motion.” The various states of 
polarization of light are regarded as characterised by their different chances 
of possessing spin with two alternative signs. The selection rules ^\K=0, 
±2 in the rotational Raman spectra of simple diatomic molecules, which 
were empirically established by Wood 15 and Rasettr 0 , have simply been 
derived by him on the basis of the principle of the conservation of 
angular momentum in the scattering process. 


(1) C. V. Raman and S. Biiagavantam, 

Nature, 12^, 114, 1931; 12S, 545, 1931; 129, 22, 1932. 

Indian Journal of Physics, XV, 353, 1931. 

(2) P. A. M. Dirac, “Quantum Mechanics,” p. 131, 1930. 

(3) R. W. Wood, Phil. Mag., 7, 744, 1929. 

R. W. Wood and G. H. Dieke, Phys. Rev., 35, 1355, 1930. 

(4) F. Rasetti, Nature, 123, 205, 757, 1929. 

Proc. Nat. Acad. Soi., 15, 234, 515, 1929. 

Phys. Rev., 34, 367, 1929. 

Zeitschr. f. Phys., 61, 589, 1930. 

[Mem. of the Fac. of Sci. & Agr., Taihoku Imp. Univ., Formosa, Japan, Vol. V., No. 2, 
Art. 2, March, 1932.] 
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This principle was early described by Sommerfeld 15 in the chapter 
of his first attack on the relation of waves and quanta. The “ Ether ” 
in Sommerfeld's description has been replaced by Eaman by the ^Photon”. 
According to the latter writer, the photon which has initially a spin equal 
to (or—may either retain the same value or change its sign 

to — { 0T +-t) as the result of the scattering process. The change 
in spin of the photon is thus 0 or 2 Bohr units. The corresponding 
change in the rotational quantum number of the molecule would be 
equal but opposite in sign, and would therefore be 0 or ± 2. 

It is interesting to discuss here the boundary of the applicability of 
this simple and direct model-like explanation and to see if it har¬ 
monizes with other allied phenomena. 

II. Compton-Effect. 

Since the idea of the spinning photon originated from that of 
the spinning electron, which is derived by the model-like consideration 
of spectroscopic duplity, these two spinning “ particles ” are in dual 
relation in the conception. The electron is, ab initio, possessed of 
its intrinsic angular momentum \ so the electron without spin is 
inconceivable from this point of view. 

Now, considering the scattering process in the forward direction 
caused by the photon hv ( + ~i~) impinging on a free electron \ 
we can easily predict, on the basis of the above mentioned conception 
of the conservation of angular momentum, the Compton effect hu 
(-f-^~) as well as the unmodified scattering hv (-f ~ 2 ~). If we hold 
moreover, the assumption that when an electron (or a system of electrons) 
gives up part of its energy to the surrounding ether (photon), the 
angular momentum (+ or —must also necessarily be given up together, 
then no antistokes Compton effect is anticipated, since otherwise the photon 
must be capable of the angular momentum of two Bohr's units, which 
contradicts the starting assumption. 


{!) A. Sommebfeld, Atombau u. Spektrallinien, p. 338, 4th Edition. 
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If the photon liv (—■—-) collides with a free election it is 

also subjected to the Compton Effect /«/ (——besides the unmodified 
scattering hv (—g*-). In this case, however, it may happen that the 
whole of the energy, together with the spin (—of the photon be 
taken up by the electron (+ \ which results in changing its sign 
to (— | and carrying the energy £ mv 2 (= hv). This is a case of 

photo-electric phenomena. It is to be remarked here that we are not 
insisting upon this mode of description in interpreting the actual 
phenomena, but are inferring further according to Raman’s conception and 
finding the results which are (or are not) in harmony with experiments. 

Since the scattered photon always retains its spin vector in the 
same sign referred to the direction of its motion, no variation takes place 
in the nature of the states of polarization by this scattering process 
unless the electron could possess angular momentum more than \ 
unit of the quantum 

The fact that the Q Q branch appears in the higher vibration- 
rotation Raman spectra tells us that the photon can give to an electron 
or to a system of electrons a part of its energy with, as well as without, 
its angular momentum. 

III. The Selection Rules and the Polarization Principle. 

The conception of the angular momentum of the photon is, as is des¬ 
cribed in Somrnerfeld’s work, closely connected with the selection rules 
A/=:fcl in the radiation process of atoms. When an atom rearranges 
its configuration, it absorbs from, or emits to, the surrounding ether anni¬ 
hilating or creating photon respectively. The spectroscopic rule /\l = 
± 1 reconciles itself to the conception of the spinning photon (±-~), 
provided that l , as is used in the model-like spectroscopic explanation, is 
the number of the quanta of the angular momenta of the atom system and 
that the conservation principle holds during the photon-atom interaction. 

The photon emitted by an atom is necessarily shot out (propagated) 
uni-directionally. The photon emitted by the process ± 1 in the 

atom must possess its angular momentum where l denotes 
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the component of the angular momentum of the atom in the direction 
of the motion of the emitted photon* 

Among the selection rules A i=0 or ± 1, the first one, A/=0, is a little 
difficult to accept as compatible with the conservation principle among 
the angular momenta in the atom-photon system, provided that j means 
the number of the quanta of the total angular momentum in the atom. 

As a matter of fact, it is meaningless, in this respect, to believe in 
the existence of the angular momentum of this kind if it is not conserved 
in a certain system. 

We must then either alter the meaning of l and j or abandon the 
conception of the spinning electron and photon. The means to avoid 
these difficulties is to accept, besides the spinning ones, the existence of 
the photon whose angular momentum is zero, and which is assumed to 
be linearly polarized. 

This latter conception is a contradiction to Raman’s proposition 
stated in the first paragraph of this paper. If we take, however, this non¬ 
spinning photon as persisting in its nature in the interaction with atoms and 
molecules, we may account for the intensity of the CJQ branch in Raman 
spectrum as partly due to the non-spinning photon. The selection rules 
AK=0, ± 2 in the scattering process are, of course, retained. As to the 
states of the polarization in a statistical conception, the non-spinning 
photons have naturally the same character as the aggregation of the 
photons of two opposite signs in an equal chance. 

These additional properties in the conception of the photon are thus, 
up to this point, compatible with experimental facts. But the dual con¬ 
ception among the photon, the electron and the proton lead us to believe 
the existence of the non-spinning electron and proton. Though the various 
attempts to find direct evidence of the existence of the spin of the 
free electron and proton have hither-to failed, it is fairly difficult in these 
days either to dare to deny entirely the spinning electron or to believe 
in the partial existence of the non-spinning one. 15 

Turning to the point of view of wave mechanics, we find the selec- 

(1) Quite recently, “ Versuche sum Nachweis einer Polarisation der Elektronen ” is nicely 
done by Rupp. E. Rupp, Physik. Zeitscbr., 33, 158, 3932. 
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tion rules A n =0, ±1 and the polarization principle in an electric field 
are naturally derived from the conception of the transition probability by 
calculating the matrix elements J xtp n (p n i du, J y<p n <l ’ n • do and \ z<p n (p nt du°\ 
Here n 9 coresponds to the spectroscopic j in behaviour, though the 
conception of the electron spin is not yet taken in and so the numerical 
values are different. If we interpret the above integral as the electric 
moment of the field due to the radiation imparted by the atom system 
to the surrounding ether during the transition n~+n' of the configuration 
in the atom, the wave mechanical interpretation of the selection rules 
and the polarization principle is quite analogous to that of Sommerfeld’s 
old treatment. Since the electric moment corresponding to the transition 
Jn= 0 has only the Z-component (in the direction of the field) and 
therefore is linearly polarized, we must naturally anticipate, in this case, 
no angular momentum of the electro-magnetic impulse. 

Thus, if we believe the principle of the conservation of angular mo¬ 
mentum we have naturally to believe also in the existence of the radia¬ 
tion (photon) possessing no spin angular momentum as well as those 
carrying-f or— ^ . The dual consequence is to accept the existence of the 
electron and proton possessing no spin, besides those having + or— 

Without going further into this topic wo may discuss some im¬ 
portant allied phenomena which may serve in settling the coneption. 


IV. Franck-Hertz’s Experiment. 

Consider the case of the excitation of the atom by making an electron 
collide with its suitable kinetic energy. If the electron is possessed of the 
spin angular momentum and tl 10 principle of the conserva¬ 

tion of the angular momentum holds during this* scattering process, the 
change of the content of the angular momentum of the colliding atom 
would be 0 or 1 but never 2. 

But the experimental results 02 ' with mercury vapour show that not 
only the excitation l J S o —*2 H P, (A/^l)* hut also the excitation 1 1 S 0 —2 l P 2 

(1) E. Schrodinger, Abhandlungen p. 85, 2nd Edition, 1928. 

(2) J. Franck and P. Jordan, Anregnng von Quanten Spriingen durch StSsse, p. 72,1926. 
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(£j=2) and H9 o -*jHP 0 (0—0) are favourable by this method. 

This is quite difficult to explain by the angular momentum concep¬ 
tions. 

It seems much preferable to state such things in quantum mechanical 
terms than to use such model-like expressions as “ angular momentum ”, 
which should litterally obey the principle of their conservation. 

V. Wood and Loomis 9 Experiment/” 

It is, here, very interesting to know how the rotation quantum num¬ 
ber of a molecule changes when it collides with the non-spin particle, 
He-atom. If the principle of the conservation of angular momentum 
strictly holds during the collision (scattering) process, in a similar way 
as stated by Raman in the case of the photon-molecule interaction, the 
rotation of the molecule would suffer no change. Wood and Loomis 9 
experiment, however, tolls us that, “ during collisions in which the 
electronic quantum number is unchanged, the rotational quantum num¬ 
ber of an iodine molecule can only change by even number.” 

The explanation of this phenomenon may be done nicely from the 
stand point of wave mechanics. Since the molecule (colliding with the 
non-spin particle) always retains the symmetric or antisysmmetric property 
of the total wave function with respect to the two nuclei, according as to 
whether it satisfies the Bose or Fermi-Statistics respectively, the symmetric or 
antisysmmetric (in the positional coordinates of the two nuclei) molecule'” 
would retain its nature of symmetry during the process in which no 
quantum change of the electronic configuration function and of the protonic 
spin function would take place, so the rotational quantum number changes 
by such process by e^en number. If the coupling of the rotational 
motion with other configurations is relatively loose, the change of the 
nature of sytmmetry in the rotational motion would affect very little 
the rest in changing the nature of the symmetry and then it has to 
control itself, restricted by its own statistics, so as not to destroy its 

(1) R. W. Wood and F. W, Loomis, Phil. Mag., 6, 1231, 1923. 

(2) F. Husd, Z. f. Phys., 42, 93, 1927. 
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own nature of symmetry. It gives rise to the selection rules AKssO, ±2, 
in such a process. 


VI. Raman Spectra. 

Let us consider that the phenomena of the Raman Spectra, quite 
regardless of the spin of the photon, take place by the laws which hold 
in the molecular configuration itself. The controlling statistics is con¬ 
sidered to be strictly satisfied by every state of the molecule. 

In the scattering process, in which the electronic configuration in 
the molecule is not quantumly changed, the nature of symmetry with 
respect to the nuclei is determined by both the rotational function and the 
spin function of two nuclei. If the spin function be relatively more firmly 
coupled with the other electronic configuration (at least during the scatter¬ 
ing process), than with the rotational one, it would not alter its parallel 
or antiparallel property during the interaction in which only the rotational 
motion is quantumly changed. The allowable changes in the rotational 
motion, satisfying the principle of symmetry or antisymctry of the total 
wave function with respect to the two nuclei, are those ones in which 
AK=0, ±2.™ 


VII. Bonhoeffer’s Experiment 00 . 

Up to this point, we have discussed the scattering (or collision) pro¬ 
cess of the atom or the molecule when it is attacked by (1) the photon 
the electron or the He atom (0). Here we are con¬ 

sidering the collision process taking place among H. molecules, ^ ± 2n. ^ 
The hydrogen molecules in a closed vessel, all of which have initially 
a 0 rotational state, possess, after heating only the rotational motion of 
the even quantum number, as long as they are free from some catalytic 
processes' 0 . 

(1) A tentative explanation formerly proposed by Wood and others assuming a virtual inter¬ 
mediate one between the intial and final rotational states bears some resemblance to 
this conception. 

(2) K. F. Bonhoeffer u. P. Harteck, Sitz. Ber. Preuss. Akad. d. Wiss., p. 103, 1929. 
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Thus we see that in the collision process, quite independent of the 
number of the angular momentum of the colliding particle (except 
the electron), the rotational motion of the molecule always obeys the selec¬ 
tion rules aK=0, ±2. The molecule shows, thus, a disposition to 
retain its own nature of symmetry with respect to the coordinates of two 
nuclei in consequence of satisfying the principle of the conservation of 
the symmetry or antisymmetry of its total wave function with respect to 
the nuclei, i. e., being controlled by the statistics which holds in that 
molecule. 



UBER FLACHEN UND KURVEN (I) 

S6ji Matsumuka (Adoptiyname, friiher Soji Nakajima) 

(Accepted for publication May 18th, 1932) 

Im folgenden mochte ich Untersuchungen iiber 
Flachen und Kurven mitteilen 

(1) tiber period isch topologische Abbildungen 

Bekannt ist das folgende zuerst von Birkhoff bewiesene sog. letzte 
Theorem von Poencar£ : 

Jede flachentreue topologische Abbildung t eines Kreisrings R auf 
sich selbst, welche die boiden Randkreise mit entgegengesetztem Drehsinn 
einzeln auf sich selbst abbildet, lasst mindestens einen Punkt fest. 

Wir wollen hier auch eine topologische Abbildung t von R betrachten, 
aber die Voraussetzung der Fachentreue durch die der Periodizitat erset- 
zen. 

Wir behaupten, dass dann eine solche Abbildung nicht existieren 
kann, wenn ftii; die Abbildung nicht existieren kann, wenn fur die Ab¬ 
bildung der Randkreise die friihere Voraussetzung beibehalten wird. 

Beweis : Die boiden konzentrischen Randkreise des Rings R seinen 
K (au88en) und k ( innen ). 

Es sei femer k t ein beliebiger zwischen K und k verlaufender und 
mit ihnen konzentrischer Kreis. 

Die Abbildung t besitze die Periode n, d.h. es sei 

r=i 

[Mem. of the Fac. of Sci. & Agr., Taihoku Imp. Univ., Formosa, Japan, Vol. V., No. 3, 

Art. 1, May, 1932] 
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Dann seien k 2 , k 3 , .k n die successiven Bilder von k x bei t, f 9 

.. t*- 1 , sodass also 

t\K) = ~ ^1 

ist. 

Alle diese Bildkurven k 4 enthalten k im Innern, da nach Voraus- 
setzung h in sich selbst iibergehen soil. 

Wir bezeichnen mit (k 4 ) den von k 4 begrenzten abgescblossenen 
Bereich. 

Es sei (y) der den n Bereichen (k L ) gemeinsame Bereich, ihr sog. 
Durchschnit, y sei seine Randkurve. 

Dann ist y eine einfache geschlossene Kurve (JoRDAN-Kum), welche 
auch k im Innern enthalt und welche wegen der Periodizitat von t durch 
t in sich selbst ubergefiihrt wird. 

Sie enthalt Punkte von k x wie von jeder der Bildkurven k i9 da sie 
wegen der Periodizitat von t weder ganz im Innern noch ganz im Aus- 
seren einer Kurve k t verlaufen kann. 

Betrachtet man neben \ einen anderen konzentrischen Kreis k{ 
zwischen k und K, der k x im Innern enthalt, so eotspricht ihm analog 
eine einfache geschlossene Kurve f, welche y im Innern enthalt. 

So entspricht der Schar allor zwischen K und k gelegener zu ihnen 
konzentrischer Kreise eine Schar von einfachen geschlossenen Kurven, 
welche bei t in sich selbst ubergehen, dieselbe gegenseitige „ Anordung “ 
besitzen wie die Kreise und den Kreisring R schlicht uberdecken. 

Die Kreise K und k kann man zu dieser Kurvenschar hinzure- 
chnen. 

Hat man eine dieser Kurven y einen bei der Abbildung t festblei- 
benden Punkt F, so lasst sich daraus folgern, dass L die Identitat ist. 
Denn angenommen, der Punkt P von y bleibe bei t nicht fest, so betrach- 
ten wir denjenigen Teilbogen f=FP von y } der bei t vergrossert wird. 

Dann enthalt also das Bild t(y) den Bogen y als echten Teil, #(y) 
enthalt wieder t(y) 9 u. s. w. 

Dies wirderspricht aber der Voraussetzung, dass t n (y)sy sein soil. 

Es besteht also jedenfalls y ganz aus Fixpunkten gegeniiber t. 
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Nun betrachte man eine beliebige, ganz im Ring R verlaufende 
einfach geschlossene Kurve l> welche mit y zwei Punkte gemein hat. 

Wie oben erhalt man dann aus l und seinen Bildem 

.. l n =zt n (l) eine bei t invariant© einfache geschlossene Kurve 

X, welche mit y auch zwei Punkte gemeinsam hat, die nach dem Obigen 
bei t fest bleiben. 

Dann aber muss analog wie bei y auch jeder Punkt von X bei t 
festbleiben. 

Durch succossives Uberdecken des Innengebiets des Rings R mit 
solchen Kurven l (bezw. kann man nnn erreichen, dass man von 
jedem Innenpunkt ven R einsieht, dass er bei t nicht bewegt wird. 

t musste also die Identitat sein. 

Dies aber Wiederspricht unsrer Voraussetzung, iiber die Abbildung 
der beiden Randkreise R und k. 

Um unsre Behauptung also vollig zu beweisen, brauchen wir nur 
noch einzusehen, dass t mindestens einen Fixpunkt besitzen musste. 

Besasse t namlich keinen Fixpunkt, so liesse sich analog wie bei 
v. Ker6kjart6 (Yorlesungen iiber Topologie, S. 224). K mit k durch 
einen einfachen Bogen b=b l verbinden, der mit semen Bildern &»=<(&,), 
. keinen Punkt gemein hatte, was aber der Voraus¬ 
setzung iiber den entgegengesetzten Drehsinn der Abbildung von K und 
k widersprache. 

Es gilt also keinc periodisch-topologischc Abbildung des Kreisrings , 
welclie die beiden Randkreise in entgegcngcsctztem Sinne dreht 


(2) Zur Differentirigeometrie der mehrdimensionalen Ellipsoide 

Vor einigen Jahren hat W. Suss fiir die Ellipsoide des dreidimension- 
alen Raumes mehrere charakteristische Satze bewiesen (Proceedings of 
the Imperial Academy, Tokyo, 2 (1926) No. 3). 

Ich mochte hier einige jener Resultate auf mehrdimensionale Ellip¬ 
soide verallgemeinern. 

Dabei benutze ich die Formeln der affinen Differentialgeometrie nach 
Band II der BiASCHKE’schen Yorlesungen, insbesondere § 65, ohne Zitat. 





36 


UBER FLACHEN TOD KTJRVEN (I) 


Die Arbeit von Siiss setze ich als bekannt voraus. 

Satz 1 2 Die Ellipsoide sind die einzigen Eihyperfl&chen des R n+1 , 
fiir welche die Mittelpunkte der beiden Lie-F 3 von Gegenpunkten zusem- 
menfallen. 

Beweis: Wenn H die mittlere Affinkriimmung ist, so ist der Mit- 
telpunkt j der Lie- F 2 von g bestimmt durch 

(1) 3=S+~> 

Sind g und g zwei Gegenpunkte, so ist also nach Voraussetzung : 

( 2 ) 

Eb ist also 



Wegen 

(h> h> ~b)=° 

ist also 

< 3 > 

Hieraus folgt 

(3a) H=const. order (36) 

Wie ich nun im 2. Band des Japanese Journal of Math. (S. 195) 
gezeigt habe, sind die Ellipsoide die einzigen Eihyperfl&chen mit kon- 
stantem H, sodass im Falle von (3a) der Beweis fertig ist. 

Im Falle von (36) aber folgt wegen £+£=0, A=const., wegen der 
Geschlossenheit von g also 

(4) A=-l. 

Dann aber ist nach (4) und wegen der Bedeutung von i 



( 5 ) 


const.=a, 
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also nach (2) 

( 6 ) X-S=^> 

(7) (j-j)3e=a=const., 

d. h. die Eihyperflache besitzt konstante Affinbreite. Dann aber folgt 
unser Satz aus einem Ergebnis von Suss, der (in T6hoku Math. Journal 
30) gezeigt hat, dass die mehrdimensionalen Ellipsoid© die einzigen 
Eihyperflachen konstanter Affinbreite sind. 

Satz 2: Die einzigen wechselseitig affinparallelen Eihyperflachen 
des R w+1 sind die Ellipsoid©. 

Beweis : Nach Definition ist 

(1) e=l i-i=n=¥)- 

Daraus folgt durch Differentiation 

b~b =Pb +JP B '& =pk +.P B fye 
Nach (1) ist also p l =p i = 0, 

(2) p— const., p —const. 

Nach (1) und (2) ist nun 


! (s—£) 3 E.=i>= co n 8 t.=;*r». 2 ( £ — 

... . , 

(j-S)I=-p=const.= k 

Wenn h die gewohnliche Kriimmung ist. 

Aus (1) und (3) ergibt sich 

kp n * 2 =k(p) n ' 2 , 

Nach (2) also 

( 4 ) k=(i-y s k=ck. 

Nach Suss (T6hoku Math. Joum. 30) folgt aber aus der Proportion¬ 
ality (4) der gewohnlichen Kriimmungen, dass die Hyperflachen j und 
X homothetisch sind, also 
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(5) s= (p) "s+ a =rs +a (r= con8t •) 

ist. 

Nach (1) und (5) ist jetzt 

(r- 1 )x+a= P9=m> 

also 

daraus folgt 

(XzJL=const. fur i=k, 

(6) B}=j P 

( 0 fiir i 4=&. 

Nun ist die mittlere Affinkriimmung 

(7) H= —— B£= 1 ~ r =const., 

n p 

also nach meinem friiheren, schon beim Bevveis von Satz 1 benutzten 
Ergebnis, j ein Ellipsoid sein muss. 

Ebenso erkennt man, dass auch £ ein Ellipsoid sein muss, w.z.b.w. 
Sieht man von der Geschlossenheit der Flachen ab, so existieren 
schon im R., nach Suss (Math. Ann. 98) andere Paare wechselseitiger 
Affinparallelflachen ausser Ellipsoiden, ein Art affiner WEiNGARTENflachen. 

Etwas entsprechendes diirfte sich bei allgemeinen wechselseitig 
affinparallelen Hyperflachen ergeben. 


(3) Uber wechselseitig afflinparallele Flachen, die gleichzeitig 
Afflinrotationsflachen mit derselben Achse sind 

1. W. Sus& hat 0) eine durch besondere affingeometrische Eigen- 
schaften definierte Elachenklasse untersucht, die er AflBnrotationsflachen 
nennt, weil sie die analogen Eigenschaften besitzen, wie die Rotations- 
fl&c|ien der gewohnlichen Geometrie. 


(1) Math. Annalen 98 , (1927-28) S. 648 - 696 . 




sOji matsumuea 


39 


Ihre Affinnormalen treffen alle eine bestimmte Gerade a, die wir die 
„ AcJtse “ nennen. 

Ihre „ Meridiane d. h. die Schnittkurven mit den durch die Achse 
a gehenden Ebenen, sind Schattengrenzen. 

Ihre „ Breitenkurven d. h. die Kurven, langs denen die Affiinnor- 
malen der Flache alle durch denselben Punkt der Achse a gehen, sind 
samtlicli einander ahnliche und bezliglich der Achse zueinander ahnlich 
gelegene Kegelschnitte, langs welchen die affinen Hauptkrihnmungsradien 
konstante Werte haben. 

Meridiane und Breitenkurven sind Affinkriimmungslinien, 

Man kann sich nun die Aufgabe vorlegen, samtliche Affinrotations- 
flachen $ zu untersuchen, deren affinparallele Flachen wieder Affinrota- 
tionsfl&chen mit derselben Achse sind. 

I)abei heisst jede Flache 

(1) x*=s+W (p=const.) 

nach Siiss (2> atfinparallel zu j. Affinparallelismus ist im allgemeine kein 
wechselseitiges Verhaltnis. 
lch behau])te nun : 

2. Jede zur Affinrotationsflache j wechselweise affinparallele Flache 
fiir die also ausser (1) auch 

(1 *) £=£* (p* =const.) 

gilt, ist wieder eine Aftinrotationsfl&che mit derselben Achse. 

Beweis: Indem wir die Beziechungen der ziiierten Arbeiten uber- 
nehmen, erhalten wir fiir die Affinrotationsflache £ die Gleichung 

(2) j+R#==#a (a=const., &=0) 

Nach (1) und (1*) entsprechen sich die Affiinkriimmungslinien von 
S und x * 

Wir wollcn den affinen Hauptknimmungsradius Rf berechnen, wozu 
wir un8 des affingeometrischen Gegenstiicks der Formeln von O. Rodrigues 
bedienen: 

(2) Math. Annalen, 98, (1027-38) 8. 313-320. 
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(3) sf+R<V=0. 

Nach (1), (1*) und (2) findet man 

S?= b~P*l*= P — 

P 

also wegen (3) 

(4) Rf =p *— R 4 . 

P 

Hiernach ist speziell der zur linken Seite yon (2) analog© Ansdruck 

S*+ R s*^*=(S+l^) + (l>*- J y- R i 

=y + R^ =/3a, W.z.b.w. 

Man kann auch so schliessen: Die Affinnormalen von £* und y 
fallen, wie aus (1) und (1*) leicht folgt, in entsprechenden Punkten 
miteinander zusammen, also sind die beiden Flachen gleichzeitig Affinro- 
tationsflachen mit derselben Achse. 

3. Wir betrachten jetzt die umgekehrte Aufgabe : Die Flachen y 
und g* seien gleichzifcig Affinrotationsflacben mit derselben Achse. 

Es gelte also (2) und 

(2*) f+BsY^a. 

Es sei ausserdem y* zu y affinparallel, d. h. es bestehe nocb die 
Gleichung (1). 

Frage s Wann gilt dann auch (1*) fur wecbselweisen Affinparalle- 
lismus. 

Wir behaupten, die Affinrotationsflachen y und y* zur selben Achse 
sind dann und nur dann wecbselweise affinparallel, wenn £=£*. 

Wir zeigen zunachst, dass dies© Bedingung Jiinreiohend ist. 

Wir setzen dann entsprechend (4) 

p *= pEL. 

F p-B t 

und berechnen aus (1), (2) und (2*) 

t*+p**=i+pt+ pE ? _s-J3L.1 

s F v k rk p—B* L Bf Bf R,* J 
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=s+ 7^RT Q5a_s_Rli,] 

= 5 , w. z. b. w 

Die Bedingung ist aber auch notwendig. 

Denn wir hatten ja gerade in Nr. 2 aus ( 1 ) ( 1 *) und (2) schon ( 2 *) 
mit der Nebenbedingung abgeleitet. 

(4) Elne charakteristische Eigenschaft der 
Affinrotationsflachen 

Die von W. Suss eingefiihrten Affinrotationsflaehen co sind dadurch 
definiert, dara ihre Affinnormalen eine feste Achse a schneiden und ihre 
Meridiane, d. h. die Schnittkurven mit den Ebenen durch a Schatten- 
grenzen sind. 

Letztere bilden zugleich die eine Schar von Affinkriimmungslinien. 

Die andere Schar besteht aus den Breitenkurven, langs welchen die 
Affinnormalen durch einen festen Punkt der Achse a gehen. 

Die Breitenkurven sind in parallelen Ebenen gelegene, einander 
ahnliche und zu a ahnJich gelegene Kegelschnitte, langs welchen die 
Affinkriimmungsradien konstant sind ; sie bilden zugleich die eine Schar 
von DARBoux'schen Kurven. 

B. Su (, ° hat bemerkt, dass die Affinrotationsflachen bei Anschluss 
von Affinsphiiren auch dadurch charakterisiert werden kbnnen, dass auf 
ihnen ein System DARBoux’scher Kurven in parallelen Ebenen verlauft, 
oder auch dadurch, dass ein System von DARBOUx’schen Kurven eben 
ist und zugleich aus Affinkriimmungslinien besteht, wahrend die 
Affinnormalen in die Schmiegebenen der konjugierten Kurven fallen. 

Bei beiden Kennzeichnungen wird von der m. E. sehr einschneidenden 
Voraussetzung ausgegangen, dass die DARBOux’schen Kurven eben sind. 

Im folgenden will ich versuchen, diese Voraussetzung durch eine 
andere zu ersetzen, welche weniger auszusagen scheint. Ich beweise 
den Satz: 

<1) Mathemat. Annalen, Bd. 98 (1027-28) S. 848. 

(2) Japanese Joum. of Math., Vol. 5, (1928) p. 211, Satz 22 und .M2. Su liat auch noch 

andere Methoden angeben, die betmehtete FJachenklasse zu charakterisieren. 
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Die Affinrotationsfl&chen sind bei Ansschluss von Affinsphftren da- 
durch charakterisiert, dass auf ihnen eine Schar von Affinkriimmungs- 
linien zugleich DARBOUx’sche Kurven sind und dass langs diesen Kurven 
beide Affinkrummungsradien konstante Werte haben. 

Beweis: Wie wahlen die Affinkrummungslinien zu Parameterkur- 

ven. 

Dann ist (W. Blaschke : DifFerentialgeometrie II) 

(1) G I2 =B I2 =0. 

Die Kurven const., mogen nun zugleich Darboux’scIic Kurven 

sein. 

Dann ist 

(2) A J22 =A|j=AJ 2 =A n2 =A? 1 =0, 

z. T. wegen der Apolaritatsrelationen Af*=0. 

Nach Voraussetzung soil 

(3) =0 

V ’ 3w 2 3 m 2 

sein. 

Dann ist nach den Formeln von O. Rodrigues 


(4) 8( m ')=E+ r ^ 

von ir unabhangig. 

Daraus folgt 


(5) 

(6) 




(‘-S’) 


3 V 


R, / 3w’3w s R, ’ 


woraus man durch Vergleich mit deu Ableitungsgleichuugon 
S«* = A{*J;+ 
nach (1) usd (2) erh&lt man: 


(7) 


n = r *-. 


3G„ 


du ! 
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Dabei nehmen wir an, dass R^R, sein. Durch passende Wahl von 
m 1 konnen wir dann 

(8) G„ = const., r,{=0 

machen, was wir als geschehen an nehmen. 

Nach (2) und (8) ist aber nun 

7 g F - ( *)S,+(.)D, 

d.h. die Kurven vr — const, sind ebene Kurven. 

Nach (5) liegt der Yektor (u 1 ) in alien diesen Ebenen, d. h. 
j (w 1 ) muss eine Gorade a durchlaufen. 

Diese Gerade a wird nach (4) von alien Affinnormalen der Flaclie 
geschnitten. 

Nach (5) und (6) sind ferner die ebenen Kurven ir =const. Affin- 
kriimmungslinien und Schattengrenzen. 

ITiermit ist aber der Anschluss an die Definition dor Affinrotations- 
fl&chen von Suss erreicht, w.z.b,w. 

Man kann aber auch unabhangig von jener Deifinition einfach die 
Ilaupteigenschaften unHorer Fbichen ableiten. Zutn Beispiel liefern (6) 

uud (9) bei verscliiodencr Bildung ron -®- 

V ’ ( du' )-du- 

(10) =0, A,}=A,!=/(«'). 

0U‘ 

Nuu ist nach (6) wegen 


Aj 2 -f* /13 eine Funktion von R, und R.,, also wegen (3) von tr unab¬ 
hangig, nach (10) also auch 


8 

0U" 


(/;i)=o, 
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woraus folgt: 

<»> 

Da aber eine einfache Rechnung [l.c. (,) Gleichung (15)] 

(r 5 * V Gn(G n y log G a 

v 6 '" (3w a ) 2 ’ (3u*/ / '2 att’aii 4 

x (Si> b> 9) 

ergibt, so verlaufen die Kurven u'= const, nach (11) gleichfalls in 
Ebenen, welche nach (6) zueinander parallel sind. 


(5) Uber den analytischen Charakter von Affin-Minimalflachen 
nnd Relativ-Minimalflachen 

Bekanntlich sind gewohnliche Minimalflachen analytisch. 

Dies geht z. B. aus der bekannten WEiERSTRASs’schen Darstellung 
hervor. 

Eine ahnliche Darstellung gibt es nun noch nicht fiir Affin-Minimal¬ 
flachen, sodass zur Untersuchung des analytischen Charakters dieser 
Flachen andere Hilfmittel herangezogen werden miissen. 

Ich will nun hier zeigen : 

Satz 1 2 Affin-Minimalflachen mit positiv-definiter quadratischer 
Grundform sind analytisch. 

Beweis: Indem ich mich in den Beziechungen den bekanntesten 
Vorlesungen uber Differentialgeometrie II von Blaschke anschliesse, 
setze ich fiir Affinminimalfl*tchen 

(1) ax=g‘*x<*=o 

an. 

Da diese Gleichung eine Losung besitzt, existieren sog. affinisotherme 
Parameter, fur die 

(2) .G i 2 =0, Gn—G^f 
wild, sodass (1) die Gestalt erh&lt: 
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(3) AS=Ix tttt +I w =0. 

Nach (3) aber sind die Komponenten £ (<) von X analytische Funk- 
tionen, denn sie lassen sich so darstellen : 

(4) * a) =R [*(u+fe)] (4=1, 2, 3). 

Der kontravarianfce Yektor ist also fur unsre Aflin-Minimalflachen 
stets analytisch. 

Dass aber dann auch jc analytisch ist, kann man entweder den 
speziellen Formeln von LELiEirv r RE [l.c. S. 140 (49)1 entnehmen. 

Oder man schliessst [vergl. Lc. S. 162 (a 8), (a 11) S. 163 (a 28)] 
dasselbe aus den allgemeinen Formln von Lelieuvre. 

Naturlich lasst sich eine analoge Schlussweise auch fur gewohnliche 
Minimalflachen durchfiihren. 

Es taucht dabei die Frage auf, ob auch Relative-Minimal flachen im 
Sinne von Emil Muller bei analytischer Eichflache analytisch sind. 

Nach dem hier gegebenen Beweis wird diose Frage zu bejahen sein, 
falls es ein passendes Analogon der Formeln von Lelieuvre in der 
relativen Flachentheorie gibt. 

Nun lasst sich aber tatsachlich mit Hilfe der von mir a. a. 0. 
auf gestellten Grundformeln der Relativ-Geometrie ° oflenbar die Ablei- 
tung der genannten Formeln [1. c. S. 163 (a 28)] iibertragen ; es gibt also 

Satz 2 : Jcde Be fat iv-Mini m alflacli c mit poaith'-dejiniter quadratiseher 
Grundform und analytischer Eichflache ist selbst analytisch . 

Hierin ist der Satz fur gewohnliche Minimalflachen als Spezialfall 
enthalten. 


(6) Der Satz von Bronn und Minkowski fur n- 
dimensionale Parallelotope 

Wir beweisen hier den folgenden Spezialfall des bekannten Satzes 
von Brunn und Minkowski aus der Theorie der konvexen Korper mit 

(1) Nakajima, 8: Die Grundformeln der relativen Flachentheorie; Japanese Journal of 
Math. Vol. Vlt (1930) p. 43. 
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elementaren Mitteln : 

Es seien P* und R 2 rechtwinklige n-dimensionale Parallelotope 
(Analogon on Parallelogramm und Parallelepiped) von gleichem Raum- 
inhalt und paarweise parallelen Kanten a r bezw. 6 r . 

Dann behaupten wir : 

Das Volumen von (1 — t) P, + <R ist: 

(B) t{(l-<)P+ffi]^l, (0<«<1) 

und hier gilt das Gleichheitszeichen nur fur 

(*=1> 2,. ,n) 

Beweis : Zunachst ist nacb Voraussetzung wegen der Raumgleichheit 

(1) IIa r = /Ib r = l. 

r r 

Wir fragen nun, wie sich bei festen Werten von b r und t die Zahlen 
a r so bestimmen lassen, dass v [(1—t)P-HR] moglichst klein wird. Es 
ist 


(2) <(l-<)P+<R]=//[(l~<)a r +<6 r ], 

r 

Zunachst existiert das Minimum sicher in einem beschrankten In- 
tervall fiir a r . 

Denn, ist =Max a r und 6 m = Min b r9 so ist 

(1 — t -f- tb M ^>_( 1 — t )ciyi> 

(1 -t)a r +tb r ^tb r ^ib M , 

also nach (2) 

(3) v[( 1-t )P+*R]^( l-<)0>i[t6 J- 1 . 

Hieraus erkennt man, dass die linke Seite von (2) und (3) mit a M 
iiber alle Grenzen w&chst, also ihr Minimum in einem beschrankten In- 
tervalle von a M liegt. 

Man findet non das Minimum durch Differenzieren z.B. nach a { mit 
der Nebenbedingung (1). 

Wir setzen dabei nach (2): 
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( 4 ) 


<z t — x> ctydi. a n 


1 i a 

—, also a 2 = -- 

a x 


Dana wird nach (2): 

log *[(1—<)P + tR]=log [(l-<)*+&.] 

+ log [(l-<)_fL-M6J + log F, 

X 


wobei F unabhangig von x=a, ist. 

Daraus erhalt man fur das Minimum: 

d log ft(l- QP-HR] = _ lz± _ (1 -t)a 

dx (1 -t)x+tb, g .,|~ (l-t)ffl +tb ' 


(l. h. i»x : =6,a, x—a x = J ®> =: i/ , 

r b 2 F 4, 

a, b z 

Auf analoge AVoise aber erhiilt man fiir je zwei Iodizes /*, v 

(5) 

a, b, 

wonach wegen (1) fiir das Minimum 

(6) a r =b r 

folgt. 

Hiermit ist aber unsere Behauptung (B) schon bewiesen. 


Analog zu (B) folgt fiir 




(B') U{aa r +?b r )_>X*+?) H 


Wenn wir die Beschrankung (1) beiseite lassen, also irgend zwei 
rechtwinklige Parallelotope P', IV mit paarweise parallelen Kanten 
b' r betrachten, so gilt dann nach (B) fiir die ihnen homothetischen 


. r R= J 1 ' 
'ripT* y »(B?) 
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votn Raumin^alt 1 jregen v(P')=/7a^, v(R/)siIIb^; 


,«T 


P^t (1 <) F^f v Vi^sT^ 1 " (1 ‘^VSW 


also nach (B'), wenn wie 


1 -* 


““MTpT’ 



/9-sr 




setzen : 


(7) £7/[oa' r + /»; ]>«? 7/a; + ^7/6;. 

Hierin sind alle Zahlen nicht-negativ. 

Das Gleichheitszeichen gilt hierin nach (5) nur, wenn 

«i: <*.* ••.•• a n -b ,: b 2 : .: b„, 

d. h. wenn die Parallelotope P', R' einander homothetisch sind. 

Natiirlich besteht die Fraje, ob sich der BRUNN-MiNKOWSKi’sche Satz 
nicht auch fur andere Polyeder und Polytope besonders einfach beweisen 
lassen wird. 

Indessen diirften die betrachteten Parallelotope schon wegen der ein- 
fachen Inhaltsdarstellung fur die Berechnung den Vorzug besitzen. 


(7) Eine Kennzeichnung homothetischer Eiflachen 

Satz: Die Eigenschafi zweier Eif&chen , homothetisch (dhrdich und zu 
einander dhnlich gdegen) zu sein , wird dadurch gehennzekhnet, dass Hire 
senhrecJden ProjeJctionen in alien mdglichen Richtungen paarweise homothetisch 
sind. 

Beweis : 1st w der Eihheitsvektor in der jeweiligen Projektions- 
richtung, sind femer 

j(u’, u*), e(«’, «*) 

die beider Eifl&chen und g, e ihre Projcktionen, bo gilt 

(1) S=S-(E“') W > e«e-(e®)®> oj *=1. 
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Base die Projektionen homothetischer Eifl&chen homothetisch Bind, 
ist eyideul. * 

Eb seien die Projektionen jetzt umgekeh3fr homothetisch : 

(2) X=X(o>). 

Eie Kurve 

it"=0 

sei auf y die Eigenschattengrenze bei Beleuchtung in Richtung to. 

Dann ist nach (1) und (2) 

X'= - (c,^ )o>]. 

Nun i)esteht zwischen den % t und e* l>ei Znordnung der Punkte yon y 
und c durch Abbildung noch Parallelen Nonnalen eine Beziehung 

(3) e,=B&„ 

sodasfl fur 

u -=0 

folgt: 

1—ABJ=:0 

(4) BJ= * = const. fur w 2 =0. 

Kv) 

Die Grosse X ist fur ein festes to zwar konstant, aber konnte zunachst 
als mit to variabel angesehen werden. 

Betrachten wir jedoch die beiden Richtungen to x und oi*, fur die 
X(to) seinen grdssten und seinen kleinsten Wert annimt (was stets der 
iTall ist, da X eine auf der Kugel stetige Funktion ist), so erkennt man, 
dass diese Richtungen senkrecht stehen auf denjenigen Richtungen 

f*it pi 

maximalen bzw. minimaien Verhaltnisses der Breiten der Projektions- 
figuren. 

X wird aber dann in jeder zu senkrechten Richtung to x den 
maximalen und in jeder zu p £ senkrechten Richtung a> 2 den minimaien 
Wert annehmeu. 
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I)iese Eichtungen 

flJjj ( 0%2 

fallen aber zweiraal zusammen (1) ; es ist also ^ in alien Richtungen w 
konstant. 

Dann ist aber in irgend einer zweiten Richtung analog zu (4) 

(4') B|=const., 

also nach Formeln der rolativen Flachentheorie von j beziiglich e als 
Eichflache' 2) die mittere Relativkrummung 

(5) H= * BJ=const., 

2 

also y als Eiflache eine Relativsphare n) beziiglich c> d. h. jc zu c homo- 
thetisch, w. z. b. w. (Vergl. Tohoku Math. J. Vol. 35, p. 285.) 

(8) Uber konvexe geschlossene Kurven und Flachen 

Zuerst wollen wir don fblgenden Saotz beweise.n 
1. Satz 1 : Es seien Si und S_, zwei beliebige parallele Stiitzebenen, 
B, und B 2 ihre Beriihrungspunkte mit Eikorper E. 

Es sei stets 

(1) B,B 2 =8=consfc., 

dann muss es ein Eikorper von konstanter Breite sein. 

Beweis : Es sei 

b=b{<p, <S>), 

Breite in der Richtung ( (f, ) in Polarkoordinaten, dann ist 

(2) s^6( f , ») 

(1) Vergl. den Beweis in raeiner Arbeit: Eine charakteristische Eigenschaft der Kugel; 
Jahresbericht der D. Math. Ver. .35, (1926) 8. 298. 

(2) Vergl. z. B. meine Arbeit: Die Grundfprmeln der Relativen Flachentheorie Japanese 
Journal of Math; Vol. VII, (19.30) p. 4,3. 

(.3) Sites. W: Zur relativen DifTerentialgeometrie I: Jap. Joum. of Math. IV (1927). p. 
57. 
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Air alia (<p t &). 

Behaaptung .* *>6 ist unraoglich! 

Ware n&mlich 

B >Y), 

wo {if\ <>') die llichtung von Bj'B* ist, so waren die zugehorigen Ebenen 
SJ und Sj keine Stutzebenen. 

Also 

S=n6( f y $)=const., w. z. b. w. 

2. Satz 2 : Hat fiir eine Eilinie E der Iiadiusvektor fur einen 
Pol 0 in E die Periode a : 


(1) r(f)=r(p + a), 

so hat auch die Stutzgemdenfunktion p(u) dieselbe Periode a: 

p(u)=p(u + a), 

wobei r, <p Polarkoordination und u der Winkel der Tangenten gegen die 
feste Tangente sind. 

Beweis : Es ist bekanntlich 


(2 ) r\<p)=p\u{<f)) +p?( «( <p )) 

(3) V r r\f) + Y-(<p)/r’(f)=p(u(<p)). 

A us (1) und (3) folgt: 




UBER FL&CHEN UND KUBVEN (I) 


A2 

(4) l>(«(f> + a))=J>(«(jp)). 

Hieraus folgt; 

(5) XM( |, +«)K(?+ a )=p»(«(f>)K(i( | ) 

Aus (1) (2) und (4) folgt aber: 

(6) P»{<<P + a))=p'«{u{tp)). 

Aus (6) und (6): 

(7) u ;(f+«)=±«;(f). 

Also ist 

(8) + a)= + 

wobei o eine Konstante ist. 

(a) Ist 

a/2n=/2/p 

rational, so ist 

(9) u(<f + va)=u((p + p. 2n ) = u( <p ) + ^.2^. 

Aus (8) folgt nun: 

(10) u(<p + va)= ±u(^) + v.c. 

Also muss wegen (9) und (10) 

(11) v.c=fi.2n, c=/ju2jt/v=a 

und 

u(y> + a)=u(y?) + a 

sein. 

(b) Ist 

a/ 2nr=jl 

irrational, bo gibt es eine ganze Zahl N(e) zu jedem vorgegebenen 
klenen e> so dass 
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(12a) N.a=«i+/5i.2rr, 

wobei (± eine ganze Zahl (^0) ist und |«,|<^e. 

Wenn wir e genugend klein wahlen, so wird auch in 

(126) u(ip -fN.a) — u(<p )=d + p.2ir 9 

und wird beliebig klein. 

Nach (8) ist 

(13a) u(f + N.a)= dtu(y> )-fN.c 

I)as Minuszeichen kann in (8) nichfc steheu ; 

Denn u(<f) wachst mouoton mit if . 

Es sei normiert 

«( 0 ) = 0 . 

Also ist in (8) u(a)=c, und es ist. 

u(a + d ? )^u(a) fiir o ? >0, 
u(a + <^)= ±u(o ? ) + c, 

also nur das positive Zeichen moglich. 

Also ist (13a); 

(13) u( (f + N.a)=u( if) + N.c. 

Nach (126) und (13a) ist also: 

d + /u.2^=N.c, 
e, + /**27r=N.a, 

Wenn S und c, beide sehr klein sind, so ergibt sich 

(14) N.tc-a^d-e,. 

N=N(e) wachst, wenn e kleiner wird. 

Wftre c—a-|=0 so wachst N(c—a), wenn e kleiner wird, wobei d 
und e, auch kleiner werden. 

Also ist (14) ein Widerspruch ; Es muss c=a sein, somit ist 
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(15) u(<f + a)=u(if) + a, 

und betreffs (4) iin Falle (a) und (6): 

^(u 4 *a)=J>(u), w. z. b. w. 


3. S&tz 3: 1st u der Tangentenwinkel einer Eilinie E, und ist 
Krummungsradius p(u) periodisch : 

f)(u)= f >(n+ a ), 

so gibt es einen Punkt O in E, dessen Stiitzgeradenfunktion p (it) aucb 
die Periode a hat : 


p(u)=p(u + a) 

Beweis : A us unserer Voraussetzung : 

p(u + a) +p'\ u + a) =p( u) +p”{ u ), 


d.h. 


(1) »(u) + 8"(u)=0, 

wobei 

(2) o(u)===p(u + a) — p(u). 

Aus (1) folgt: 

(3) fJ(u)=a sin u + 6 cos w, 

wobei a, b zwei Konstanten sind. 

Nuu nehmen wir eine Konstante u 0 zum it, dann folgt 

(4) d(w o )=0, <5(u 0 +a)=0, 5 ( 1 ^ 4 .2«)=0, 

Wegen (4) miissen a und b in (3) Null identisch sein, 
d.h. 


a^b^O, 

also 

£(u)==0, 


p(u) muss also eine Periode a haben. 

4. Sat* 4: Wir wollen nach Minkowski eine Eifl&che eine konst- 
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ante Breite nennen, wenn je zwei parallele Tangentenebenen eine feste 
Entfernung D voneinander haben. (1) 

Nennen wir-f a und —a zwei diametral geneniiberliegende Punktc 
der Einheitskugel, so gilt fur die Stiifczfunktion einer Eifliwshc konstanter 
Breite die kennzeichnende Beziehung (2) 

(1) H +0 + KL,=D. 

Eh liegt der Gedanke nahe, die Fragestellung Minkowski etwas abzu- 
andern und nacli alien Eiflachen zu frngen, fiir die Quersehnittsflachen- 
inhalte der umschriebenen Zylinder konstant sind. 

Der von einer Bolchen Fliiehe uinschlossene Kor]>er soil naeh 
Herglotz ein Eikorj>er „ konstanter Hellic/keit “ heissen. (S) 

(2) p { +p,z= const.=c" 

ist notwendig und binreichend da fur, duss der Eikorper von konstanter 
Helligkeit ist, wobei C4> 


—(E,Rj) +0 , 


I)ann wird die Oberflache : 


0= J pdw— J (;>, + c — n, )<lw= $ cV/ie=2rrc’ 

Kum*l IlnPi- 

Ktun‘1 


Dahe r 


0=2,tc\ 

Fur das Integral dor mittleren Kriimmung ist 
M= 5 H dw= $ (H, + l>— 

Kur« 1 Hnll»- 

Kuuvl 


also 


(4) M=2rrD. 


(1) W. Blaschkk: Krein und Kugel, 1 joipzig (11)1(0 S. l:N. 

(2) 1. c. (1) 8. 150. 

(3) Pic Dissertation von Herui.otz, UIkt dit* sclivinlniren Uolligkeitsvvrlialtnis.se 

.. MUnchen ^1902). 

(4) 1. c . (1) S. 152. 
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Nach Minkowski ist 

(6) M^4-rD, 

also 

daher 

(6) D^2c'. 

Zwischen D, A> F der Eilinie besteht die Ungleiheit W) 

2F^AD. 

Nach einer Beziehung zwischen O uud K haben wir w 
0^>Min 4r, 

IV 

wobei K GAUSs’sche Kriimmung ist. 

Nach (3), (4) und (6) ist : 

rf>^2cV=O^Min ~. 4 tt, 

iv 

also folgt der 

Satz 5: Wenn alle Projektionen gleichen Inhalt und gleichen 
Umfang haben, besteht: 

srD^Min -L. 4 t, 

1C 

wobei A die Dicke, d.h. der kleinste Wert vom Abstande j>aralleler 
Tangenten ist. 

5. Es sei C eine Eilinie, O ein fester Punkt in ihrem Innern, u 
der Winkel der Tangente gegen eine feste Richtung und p (u) die 
Stiitzgeradenfunktion von C beziiglich O. 

A und B seien die Beruhrungspunkte zweier Tangenten, die den festen 

(5) Vergl. T. Kubota Einige Ungleichhertsbeziehungen Uber Eilinien und EifUchen ; 

Science reports of the Tdboku Imperial University, Vol. XII (1025) p. 51. 

(6; L c. (5) p. 68. 
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Winkel a miteiuander bilden. Dann sei fur jedes solche Punktepaar A,B 
der Flacheninhalt des Kurvensektors AOB konstant. 

Die notwendige und hinreichende Bodingung dafur, dass wenn a 
konstant ist, auch der Kurveusektor A,OA. konstant sei, ist folgende : 
Das Produkfc pp muss die Periode a haben, wobei 


(>=P+ 


dp 


der Kriimmungsradius im Beruhrungspunkte der Tangente p, u ist. 
Dies lasst sich leicht zeigen. 

Wenn Ai und A 2 variieren, so ist 


da=du 2 —-dxt l 

und, wenn a konstant ist, 
du 2 =du r 

Der Kurvensektor ist l u *ppdu. 

j u i 

Demnach ist die Variation des Sektors, wenn A, und A, variieren: 
pipA^i —p\(>\du v 

Ist der Sektor konstant und auch a, so ist 


Pit° i — p\ t n \9 


wenn 


m,=u, + a. 

Die Bedingung 


p(u)=p(u+a) 

oder 


r(u)=r(tt+a) 

ist hinreichend und auch notwendig, wie die HuRWiTz’she Arbit 0 * 
beweist. 


(1) A. Hurwitz : Sor quel ques applications gdometriques des series de Fourier* ; Annul es 
de l’doole nonnale supdrieure 19 (1920 ) 8. 357-408. 
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(9) Uber eine Differentialinvariante 

1st p der gewohnliche Krummungsradius eiuer ebenen Kurve K 
und a ihre Bogenlange, so gilt fur die Deviation <p die Gleichung cl) 

( 1 ) tan <p=l JfL, 

da 

Die Evolute cler Evolute einor Kurve K nenufc man die zvveite Evolute 
dieser Kurve. 

Die Evolute der zweite Evolute ist die dritte Evolute u. s. w. 

Es seien a n , p H und <p n der Bogeu der Krummungsradius tmd die 
Deviation der n-ten Evolute in einem Punkte M auf K, danu crhalt c2j 
man 


p„-i 

<»n <p n =\ 

(>n -1 

Die natiirliche Gleichung der Kegelschnitt ist n) 

(4 » 

also 

(5) tan 2 f = — 1 + A/?^ 5 —B p* 9 

wobei A, B zwei willkiirliche Konstanten bedeuten. 
Setzen c4) wir mit q in (5) ein, dann folgt 


( 2 ) 

Aus (3) folgt 

(3) 


( 6 ) tan f = ± 1 -f A 9 " 2 — 


(1; Matsumuka, S: Uber einen affingeometrischen Hatz von llerm T. Kubota uiul <1U* 
Deviation ebener Kurven. (im Druck). 

(2) Vergl. Kowalewkri : Ceaaro, Vorlesungen Uber Katorliche geometric (1026) 8. 34. 

(3) 1. c. (2) 8. 45. 

(4) Math. Ann* 60 (1905) S. 258. 
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Fur die Kurvo 0) im T6hoku Math. Joum. vol. 19, p. 208, folgt 

i . *v qT .. 

—- {( 3?l— 1 )k}~Zn-2 I - 3«-2 — 1, 

\ 3n—1 / 


wobei B eine Konstante ist. 

Wenn ar, y als Funktionen ernes Parameters voraugesetzt warden, 
ergibt sich 


tan if— 


xV'+y'y' 

*i 

x'y" 


x' y ' 

t ?/ — 

* y 

*"y" ! 


Fiir Stiitzgeradenfunktion gilt 


tan f=5 (2>'+j>'") 


(10) Wechselseitig affinparallele Affinrotationsflachen 

Zwei Flacheu g und £* heissen nach W. Suss C2) mchnelmtig qflin- 
parallel , weun sie sich puuktweise eineindeutig einandcr durch parallele 
Nonunion sozuordnen lassen, (lass die Verbindungsgerade zweier zugeord- 
neter Punkte auf beiden Flachen in diesen Punkten die Aflinnonnalc 
ist. 

Indeni wir die Boziehungen der Arbit von Suss entnehmen, gibt es 
dann zwei Konstanten p und p*, aodass nach Definition 

(1) £* _ j = — p* jc* (p, p* const., -fA)) 

ist und hieraus zunacht 

(2) p£*+p*X=0 

und schliesslich als endgiiltiges Ergebnis 

gestellt werden kann. 

(1) IlAYAfeiu, T- On the Osculating Conics of a Plane curve. 

(2) Wechselseitig affinparallele Kurven und Fachen, Math. Ann. 9S. 
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Eine Flache heisst ferner nach W. Suss eine AjfinrotationsflAcIie^ 
wenn ihre Affinnormalen eine feste Gerade a treffen, die Achse genannt 
wird, und wenn ihre Meridiane Schattengrenzen siud; Meridian heisst 
dabei jeder Achsenschnitt der Flache. 

Meridiane und Breitenkurven, langs denen die Affinnormalen die 
Achse je in einem festen Punkt treflfen, sind Affinkriimmungslinien, die 
Breitenkurven sind einder ahnliche und zur Achse ahnlich gelegeno, in 
parallelen Ebenen verlaufende Kegelschnitte. 

Wir beschaftigen uns hier mit wechselseitig affinparallen Fl&chon, 
von welchen die eine eine Affinrotationsflache ist, und werden beweisen, 
dass dann auch die andere eine Affinrotationsflache ist. 

Nach der Definition der Affinrotationsflachen ist diese Behauptung 
offenbar dem folgenden zu beweisenden. 

Satz : Wenn samtliche Affinnormalen einer von zwei wechselseitig 
affinparallelen Flachen eine feste Gerade a schneiden, so sind beide 
Flachen Affinrotatoinsflachen. 

Beweis s Der zweiten Arbeit von Suss entnehmen wir zunacht die 
fur eine Flache g, deren Affinnormalen eine Gerade a mit dem Ein- 
heitsvektor a treffen, giiltigen Formeln 




( 4 ) 


(‘-f) 


S.+ 


0R, 

&u’ 




Hierbei sind die Meridiane die Kurven ti 2 =const, und die Breiten¬ 
kurven 1 ^=const, ausserdem bleiben Affinspharen, fur welche unser Satz 
trivial ist, von der Betrachtung ausgeschlossen ; es ist also 


Ri=J=R*. 

< 

Aus (3) und (4) erh&lt man zunacht 


~P 


_a 

du? 



0. 


Nach (1) und (3) muss hieraus 


(3) Ein nffingeometriaches Gegenstiick zq den Rotationstiiichen. Math. Ann. 08 
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(6) -i- (-A-)=0. 

v ’ 6u* \ R, / 

gefolgert werden. 

Da die Affinkriimmungslinien Parameterkurven sind, ist ferner 

(6) G 12 =B 12 =0. 

Femer errechnet man aus (4) (l.c. (2)) 

(7) (aI) 2 =a3E 2 =( 5 X) 2 = E 3e 2 =0. 

Durch kovariante Differentiation folgt nach (6) 

(£*) 12 = - /;isX,=JEX,,>= - 

also 

(«d /;j=ai 2 . 

Alls (4) erhalt man bei kovarianter Ableitung nach den Ableitung- 
sgleichungen 

(Af,+ /’f ) (l—S l.) S, + (1M. ») S =0. 

also 

(81) Ai„+/;j=o. 

Deswegon liofert (81) bei Benutzung der A}K)laritatsbeziehimgen 

(8) A!,= A|,=A„,=Ai,= /;*=-§’ =0. 


Wir wollen jetzt beweisen, dass langs eines Meridians ir=const, die 
Vektoren j, einander parallel sind, dass also die Meridiane Schatten- 
grenzen sind und somit nach Definition E eine Aftinrotationsfl&che ist. 
AVir behaupten zuniicht: 


( 9 ) 



(^u 1 )" ) 


E8 ist namlich nach (8) und den Ableitungsgleichnngen 


UO) 


(3u') s 
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Also der Form nach 


8*3t 

(**'r 


=r.I, + *.3e, 


woraus (9) folgt. (9) besagt nun, (lass <iio Vektoreu kings oines Meridians 
tt*=const. einer festen Ebene E(u 2 ) parallel sind, zu welcher nach (10) 
auch X selbst langs u 2 = const, parallel liiuft. 


Nun ist, da BEJj;,, 


wegen ( 6 ) 


S 2 *= 0 , 

&3E*= -6,2=0 


und dann nach ( 10 ) noch 


& 


3 ? S 
(3u ! ) 2 


= 0 . 


Also ist j,J_E (tr), d.h. liings eines Meridians it" ss const. sind die 
Vektoren j. einander parallel, wie bohauptet worden war. 
j ist also eine Aftinrotationsfliiche. 

Was die Fliiche g* betrifTt, so gehen nach ( 1 ) auch ihro Aflinnommlen 
samtlich durch die Achse a. Ferner aber ist 


S=!,+W.=(l- >- 

I)a nun den Affinkrummungslinien von j 2 nach (1) diejenigen von 
£* entsprechen, insbesondere den Meridianen wieder solcho, so lehrt die 
letzte Gleichung, dass auch auf 5 * die Meridiane Schattenrgenzon sind, 
wenn sie es auf j sind, wie oben bewiesen wurde. 

Es ist also auch j* eine Affinrotationsflache, (,) w. z. b. w. 


(1) Tdhoku Math. Journal, im Brock. 
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BEITRAGE ZUR GEOMETRIE DER KREISE 
UND KUGELN (I) 

Sftji Matsumuka (Adoptivname, friihor Soji Nakajima) 

(Accepted for publication May 18, 1032) 

Es sollon bier einige kurze Bemerkungen liber Kreisflachen mitgeteilt 
werden. 

(1) Es sei eine Kugel c im dreidimensionalen Baum gegeben. 

(1) + 

sind in y beriihrende Kugel biischel, wnliei v jetzt der eine wesentliche 
Parameter des Biisehels ist. 

sind auoh in 3 beriihrende Kugelbiischel, wobei der Parameter ist. 

Wir suclien die Badingung, unter weleher sieli die beiden Kugeln Z 
und Z beriihren und crhalten die Gleiehung : 

(cI))+^(cj)+v(!») + MK5)= 0 - 

Wenu A und v vertausehbar sind, oder auf jedem der Gebilde z we iter 
Ordung eiue Involution bestimmt ist, so folgt: 

(£$)=(?))• 

Nun betrachten wir die zwei Kugeln 

= c + ^und =c+ *'.$• 

Wenn eine Kugel j senkrecht zu und ft ist, so folgt : 

(»)=0, (8»)=0f 

d. h. 

[Mem of the Fuc. of Sci. «& A^r., Taihoku Imp. Vniv., Formosa, Japan, Vul. V., No. 3, 
Art. 1, May, 1932] 
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(s^)+ v i(8S)=°> 

( 8 ?)+v s (jj)= 0 . 

Alno ist 

(v,—v 2 )(ss )=0 

und es folgt 

y,=w s oder (jj)= 0 . 

Es besteht demnach der **' 

Satz : Wenn 3 senkrecht zu ij und /> ist, dann muss oder 

senkrecht zu ft sein. 

Wenn das Kugelbuschel AJ+/ 4 ) senkrecht zu 3 ist, dann folgt 

(2') ^(S8) + M^8)=°» 

wobei X, fi zwoi Parametern und g, ty, 3 drei Kugeln sind. 

Wenn ( 2 ') immer besteht, dann folgt: 

(XS)~°> (^8)= 0 » 

d. h. 3 ist senkrecht zu g und 

(2) seien drei Kugeln ty, 3 und 3® ini R. gegeben. Dann kann 
man mit 

(!) 

zwei Punkte im R 2 bezeichnen; somit ergibt sich aus ( 1 ): 

( 2 ) (hO=°=*(WO+^(m)+^(®®) 

+ 2X/i' p 3 ) + 2Xv( )+2 f&( 3 © )• 

Wenn 3 und SB zueinander senkrecht stehen, kann man anstatt 

( 2 ) 

(3) (&)=<>=*+//+✓ 

setzsn. 

Nun setzen wir 
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fl =i(g ! +h t ), (i =1 /'_l) 

v=2gh, 

in (1) ein, dann bezeichen wir mit 

(4) + *( 9’ + h* )i + 

zwei Punkte im R, als Schnittpunkt der drei orthogonalen Kugeln, wo 
g und h zwei Parameter sind. 

Nun betrachten wir zwei Kurven 


(5) S(0 = (^(0-^(0)9(«) + i(^( 0+**(0 )8(0 

+ 2 W *)*( 0®(0 

im R { , wo t ein Parameter ist, so ist die Tangente in den Iaufenden 
Koordinaten c an der Stelle t, die mittels des Parameters r folgender 
massen dargestellt werden kann : 


( 6 ) 



- <F JO=o 

die 1 


ist also die Gleichung der Schmiegebcne . 
Fiinf Punkte, fur die 


(7) ), *(<•)> s(*<)> E(«,), e(< 5 ) =0 

ist, liegen «u/ nWr wnd derselbcn Kugcl , d. b. 

(8) (<7^(t.) -/* 5 ( <,))*)(«.) + «•( g\ t,) + A’( <,) ) 8 ( <,) + 2j7(«. )*( «. )©( <.), 

(<r(«») - /*•'( *» )$(<») + »■( J7'( <5) + A*( < 5 ) )j( < 5 ) ■+ 2<7( u )/»(t, )©(«,) =0. 
Kurven mit: 



heissen Minimallinien oder isotropc Kurven, d. h. 

(2(gg'-hh')i) + 2i(gg'+h/i') i + 2(g'h+gh')M 
+ (g*-h*)\)' + i(g'+h*) i ' + 2ghW, 
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2 (gg'-Wft + 2i(gg'+W) i+ 2(s-7»+?/»')© 

+ (g i -h*)y+i(g*+V) i '+2ghW )=0. 

Sind j die Schnittpunkte von p mit dem Nachbarkreise die beiden 
Enveloppenpunkte, so gilt (i) 

(ss)=(?s)=(s-^-)=o> 

d. h. 

also. 

(10) flr-=A 2 und (©$')=<>. 

Nehmen wir an, die Kurven seien iaotrop, so muss die Gleichung 
lauten: 

(is)-o 

Ein Punkt j, als Funktion $(u\ u 2 ) zweier Parameter u 1 und t r bet- 
rachtet, beschreibt eine Flache. 

Es ist (JJ) = 0 identisch in den u* m 

Dann konnen wir die Krummungdinien in der Form schreiben : 

(H) IS* So S» <*So dS*l=°- 

Wenn 

(12) (M.J-0 

ist, dann wird ein Kurvennetz bestimmt, das rechtwinklig wird. 

Fur den Winkel ip zwier Fortschreitunksrichtungen dg und d\) gilt 
namlich 

(13) —vk Vk 

wobei 

(2) Thomsen, Q: liber konforme Geometrie IIj Abh. aus dem Math. Seminar der Hamb. 
Univ., Bd. IV (1026) S. 126. 
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(14) j(m, v) = (ff\u, v )—/**(«, v))\)(u, v) + i(g'(u, v) 

+/t ! («, v))j(u, «) + 2 p(u, ») 


ist. 

Setzen wir 


(16) 0)S)=0» (t)E„) = (E^)=0, 

<lann geht die Kngel p(u, v) durch den Punkt 5 und alle Nachbarpunkte 
l+l H du + i4v hindurch, beriihrt also die Flache. 

Aus (15) folgt : 


(16) 

(*W+»*=0. 

Es sei nun j(u, v) ein zweipararaetriges Punktesytem S. Sollte 
es reelle Hiillflachen von S geben, so muss nach (14) die quadratische 
Difterentialform 


(17 ) ou- 4 - 2 g K %J}uov + $8v i —co 2 u -f 2joudv -f gotr^>0 

sein, und wir wollen sie dann als positiv definit voraussetzen. 

Nennen wir p und q die sphiirischen Bilder der beiden Hiillflachen, 

so wird 


(18) p'—0> q’=0, pE„=qj„=0, qj„=qj„=0, 

wodurch die Vierervektoren p und q bis auf einen skalaren Faktor fest- 
gelegt sind. 

Setzen wir die beiden sphiirischen Bilder p, q als verschieden voraus 
—dadurch werden die parabolischen Punktsysteme, die aus einer Schar 
von Kriimmungskugeln einer Flache bestehen, ausgeschlossen, eine Vor- 
aussetzung, die auch schon in der Definitheit von (17) steckt—, so 
konnen wir die Willkiir dadurch einengen, dass wir 

(19) pq = l 
fordera. 

Dann bleibt nur noch ein skalarer Faktor willkiirlich. 
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(3) 1st £ eine Kugel im Rj und 3 ein nicht auf ihm gelegener 
Punkt, so ist 

(1) ^=2( 5 f)f- 8 

der zu 3 in bezug auf die Kugel £ inverse Punkt. 

Aus ( 1 ) folgt 


(^) = (2( 8 $)f j-j, 2(jf)f-j) 
=4(jc) 2 -4(jfr + (j8) = (38). 


Kurven mit 


/_^ l , J$-)= 

\dt dt ) 


0 heissen Minimallinen oder istrope Kurven, 


also bleiben durch Reziprozitat die Minimallinien invariant. 
Kurven mit: 


( 2 ) (*£ + &)> ^ + /4>)=<> 

heissen Minimallinien oder isotrope Kurven der Kugelbiischel. Aus ( 2 ) 
folgt 

*( SS)+ 2 M ) + fi\ t>ij)=o, 


d. h. 


A.=CT UnlJS 1 ; 

t 1 (SS) 

also haben wir ira allgemeinen zwei Scharen von Minimallinien. 

(Ety) 2 =( 5 j)(tyty) ist die Bedingung dafiir, daes zwei Scharen von 
Minimallinien zusammenfallen. 

Ist £ ein Kreis und 3 ein anderer Kreis im JH 2 , so ist 

»=2(5$)£~8 

der zu 3 in bezug auf den Kreis £ inverse Kreis. 

Durch 

8 = 2 ( 8 ?)f- 8 » 

wind 3 transformiert zu 3 , d. h. 3 ist invariant infolge Reziprozitat- 
stoMsformation, 

Wenn 3 ein invarianter Kreis durch Reziprozitat ist, dann folgt 
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5=(j? )f-j, 

Bezeichnen wir mit <f> den Winkel zwischen zwei benachbarten 
Kreise j und j + jdf, dann folgt C!) 

tan = dt/r = da", 

do : =(ll)dt : 

d«r ! =((jf)c, 

= (jf*)W, [(€f)=l] 

••• d<r=± 

(4) Die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dass die 
Tangenten zu zwei Kurven auf einer Kreisfliiche sich senkrecht flchneiden, 
ist 

( 1 ) ( )<ltdt + () ( (Hot + (hot ) + ( )< 2 r<jr= 0 , 

wobei (), (& t 6 x ), (d x d x ) in meiner friiheren Arbeit besteht. (n 
Nun betracbten wir die difFerentiale Gleichung. 

(2) ll(t, r)<ft- + 2S(f, T)dtdT+T(t, r)<lr=0. 

Es befltimmt dann ( 2 ) oo' : Kurvenscharen auf der Kreisflache, wol>ei t , r 
Kreiskoordinaten bedeuten. 

Sind k y und k. Werte von dr/dt in ( 2 ), dann folgt aus ( 2 ) 

(3) 

Aus (2) wissen wir, dass zwei llichtungen k it k., auf einer Fliiche 
senkrecht sind. 

(4) ( HA ) + (A )(*. +*i) + (M. )k,L=0. 

Aus (3), (4), wissen wir, dass 

(5) ( tifi, )T + (A )li-2( HA )S=0 

(1) Nakajima, S: Differcntialgeometrie dcr Kreisscharen (IV); Tflhoku Math, Journal. 
Vol. 82 (1930) p. 210. 

(2) 1. c. (1) in (1). 
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die Bedingung dafur ist, dass zwei Riohtungen aufeinander senkrecht 
sind. 

(5) Es seien zwei Fl&chen und ihre Linienelemente, reap. 

) x dt> + 2 ( 8A ) x dtdr + ( 8 X 8 X ),<#'] 

und 

d8;=ii(6A)>dV+2(6A \£tdz +( e x e x ) 2 c tt ! , 

wobei 


XAS t e t ). :4(^) 2 =^i.(^A)i : MW* : MMt). •* J*( W* 


nicht bestehen. 

Wenn zwei Punkte auf je einer Flache gleich Kurvenkoordinaten 
haben, nennen wir sie korrespondierend. In dieaem Falle korreapondiert 
ein orthogonales System einer Flache mit dem orthogonalen SyBtem einer 
anderen Flache. 

Die Gleichung lautet dann : 


*A[{( 0A ),(W,),- ( e t 8 x ) 2 ( e t e t ) x )dv 
+ { Bfit W A A )«“ ( *A ) i ( A A )*> <#* 
+ {( e x 6 x ) x (6 t e x ) 2 ~ () f ( 8 A ), J 


+ {().(Mx )i- (),(),}<#*■ 

4- {(Mx),() 2 ~(Mx ),*( 8A ),)^=0. 

(6) 1st £ ein Kreis im R, und j ein auf ihm gelegener Punkt, so 
ist 


( 1 ) c=f+^ 

ein sich in $ mit £ beriihrender Kreis. 

Ist 93 ein Punkt auf £, dann folgt : n 

(*C) = (€») + r(» 5 ) 

•*. 0=(£93) + r(93jc) 

(1) Thomsen, G: tlber konforme Geometric It; Abh. ami dem Math. Seminar Bd. IV 
‘ (1926) 8. 128. 
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r— 


m) 
(s«) ’ 


Es folgt aus (1): 


( 2 ) 


:=e- 


«S») 


Fur eiuen anderen Punkt Si?, besteht auch 

(O') C*«) r 

( - ) c - w s 


Sollen niin g und z die Kreise J und £ harmonisch trennen, so 
muss 


( 3 ) 


I>(* c, 


r / Ml 

4 ( E S8j / (**) 


gelten, wobei D eine absolute Invariante ist. 
Aus (3) folgt : 


-1 


1!®J (S»J 
d.h. 

(4) («)(j«) + (e»)(3^)-0. 

(4) ist <lie Bedingung dafur, dass sich g, £, £ und £ harmonisch 
trennen. 

(7) Betrachten wir vier Kugeln 

(i) t [“=!>.. rv r ]» 

im Rj, dann kann man mit (1) zwei Kegel im Ii { bezeichen. Wir konnen 
zwei neue Kegel 


* IV 

(2) [«=I, II,.. IV] 

als Linearkombinationen der g # einfiihren mit den Koeffizienten cj[, deren 
Determinant© , cj | = sein muss. 

Soil ein Ausdruck in den Koodinaten der Kegel £*, ty*, $*,.u.s.w. 
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[«=I, .. IV], mit deren Hilfe wir eine Anzahl von Kegeln festlegen, 

nur von der geometrischen Figur der Kegel abh&ngen, nicht von den sie 
festlegenden Kegeln, so muss er unverandert bleiben bei Substitutionen 
der Art (2) mit verschiedenen Koeffizientensystemen cj. 

Wir wollen (2) auch die Buscheltransformationen des Kegels St 
nennen. 

Fur die Behandlung der Geometrie der Kegel im Rj erweist es sich 
als zweckmassig, diese in der angegebenen Weise zunachst durch ganz 
beliebige vier Kegel darzustellen. 

Bilden wir die skalaren Produkte aller dieser Kegel, so konnen wir 
aus ihnen das ihnen das vollstandige Invariantensystem der Figur der 
gegebenen Kegel gewinnen. 

Um die Invaaianten der Kegel zu bekommen, haben wir aus diesen 
Invarianten noch die Ausdriicke zu bilden, die sich bei vier Substitutionen 
(2) nicht andem. 

Dabei haben wir noch zu beachten, dass wir moglichen Umnormie- 
rungen der Ililskegel g* u.s.w. in den Substitutionen (2) erhalten, sie 
also nicht mehr besonderes zu beriicksichtigen sind. 

Betrachten wir zunacht einen Kegel g*. 

Bilden wir das System der Skalarprodukte 

(jY)=A‘ p , 

so haben wir in A ap ein Grossensystem, das sich nach (2) in folgender 
Weise substitutiert: 

A‘P=c*cgA T5 [A^ = (g‘j>)]. 

Hier sind alle Indizes von I bis IV, enthalten und es ist uber 
vierfach voikommende Indizes auf der rechten Seite zu summieren. 

Fur das Verhalten der Gro^en gegennuber den linearen Biischel- 
transforionen (2) wollen wir die iiblichen Beziehungen der Tensorrechnung 
einfuhren. 

Fur den zu unserem Kegel St gehorigen Tensor A ap gelten die 
Symmetriebedingungen 


A* p =A Pl 
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und es besteht die Tatsache, dass sichfemer die Determinante A=j A* 5 * | 
nach 

A=| cj | 2 -A 

substituiert. 

Wollen wir nun einen eigentlichen reellen Kegel haben, so miissen 
wir die Determinante A^>0 voraussetzen. 

Wir betrachten zwel Kegel St und St> die durch die beiden Kegelpaare 

j* und j x [a, .. IV] dargestellt werden. 

Wir definideren zu (2) analog 

wobei 

und setzen 

A= A Xfl >0 

voraus. 

Dann haben wir fiir St die Biischeltransformationen 
(3) 

zu berucksichtigen. 

Die c£ in (3) sind aber von den cj in (2) vollig unabhangige neue 
Grossen. 

Daher haben wir vier Vektoren und Tensoren beziiglicb der Biischel- 
transformationen von St einerseits und von ft anderseits zu unter- 
scheiden. 

So wollen wir fur die Buscheltransformationen der ersten Art, wie 
wir es bischer etillschweigend schon getan haben, nur die Indizes a, 

y, .. fur die der zweiten Art aber die Indizes k, /i, v, . ver- 

wenden. 

Wir schliessen nun den Fall aus, dass die Matrix 

II E 1 . S". E m » S" E m l,=° 

ist, indem eine linear© Beziehung der Form 

besteht. 
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Die Bedeutung von (4) ist aber die, dass es ein Paar von Punkten 




gibt, die auf beiden Kegeln liegen. 

(8) Die Bedingung, dass zwei Fortschreitungsrichtungen auf der 


Flache S : 


<* <*• 


die abgekiirzt mit m und m' bezeichnet 


dr dr' 

werden mogen, (1) aufeinander senkrecht stehen, ist 

(A) ( 6fi t )mm + ( Ofi x ) (m -f* m') +1=0. 

Sind zwei Flachen S und S, durch ihre Gleichungen 


(i) 


JS=S(<> r )> 

(&=£.(<>*■)> 


gegeben, und bestehen zwischen den Parametern t , r; t lf r t zwei weitere 
Gleichungen 

(2) F^f, r, t l9 r,)=0, 0(t , r, , m) = 0 , 

oder nach t x und rj aufgelost 


(2a) r), r,= <?,(<, r), 

so sind die Flachen derart aufeinander bezogen, dass jeder Kugel 
P (f, r) der einen eine Kugel Pj (£,, r,) der andern entspricht, und 
umgekehrt. 

Die Zuordnung ist nun derart, dass zu jedera Wertepaar t, r eine 
Kugel P auf S und eine Kugel P t auf S, gehort oder dass fur zwei 
entsprechende Kugeln die Parameter <, r auf beiden Flachen dieselben 
Werte haben. 

Da sich sonach jede beliebige, durch (1) und (2), bzw. (2a) gegebene 
kugelweise Zuordnung zweier Fl&chen auf die angegebene Weise in eine 
solche uberfuhren lasst, bei der den entsprechenden Kugeln gleiche 
Parameterwerte zukommen, so kann, unbeschadet der Allgemeinheit, eine 
beliebige, kugelweise Zuordnung der beiden Fl&chen durch Gleichungen 
von der Form (I) ausgedriickt werden. 


(1) VergL (1) in (4). 
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Nun konnen wir naralioh ihre DifFerentlalgleichung der Krummung- 
slinien in der Form schreiben :' 1> 


", e„ dS v d6 t 1=0, 6 *=-^r) 

Fur jede dieser Kurvon muss es eine Kugel gegeben die die Flache 
ausser im Punkt (2) 8 auch noch im Nachbarpunkte der Kurve beriihrfc. 
Bekanntlich gibt es aber nur zwei solche Kugeln, die Hauptkugeln, und 
die durch sie gekennzeichneten ausgezeichneten llichtungen auf der Flache 
sind die Hauptkriimmungsrichtungen. 

~)y r ) + ~)f 7 ) + ”)>••• 

sind die Kugelbiischel, die in 8 die Kreisflache beriihren, wobei 

(88)=0 9 (0 E ,)=O> (^Ex)=0 

ist. 

Die Schar der Beriihrungskugeln des Hiillgebildes an die Stelle 8 
wird durch 

= + r) 8 (t, r), (^=Skalar!) 

dargestellt. Die Kugeln des Systems t)=i + A 8 haben somit dem urspriing- 
lichen System das Hiillgebilde mit dem Punkt 8 gemein. 

Die dem Hiillgebilde umscliriebenen Torsen, fur die sich / so ermitteln 
lasst, dass fur die Beriihrungskugel j-f 

o(l + A8)=/i8 

wrrd, neunt man ,, Ki'iimmungstorscn‘ i und die zugehorigen Kugeln 1 +A 8 
^Krummungshugeln“ des Hiillgebildes, so haben wir : 

( f'<5g) = 0, (8H)= 0, ( 8d8j = 0. 

Also : 

1 1 ) Thomsen. (j : Abb. aus <U‘m Math. Seminal der Hamb. I'niv., Bd. IK, ' 1024 S. 37 , 
und ( 11 ), in ( 2 ). 

( 2 ) Nakajima, 8 : Diffeirntialgi'onietrie der Kreiascharen, (VIII) , Tehoku Math. Journ., 
Vol. 82 ( 1030 ) p. 214 . 
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% + a8 + ftd8) = 0, 

6T(di+aB+pd8)=0. 

Sind <-Kurven und r-Kurven senkrecht, dann ist 

(6„ e x )=0, 

und es folgt : 

+ Jt — H" 

Wegen 0 ! =O, ^^=^^=0 folgt dann aueh 

(Mx)=0. 

Es sei im R£ eine orientierte Fliiche F gogeben und auf ihr eine 
Kurve £. 

Wir konnen F als das eine Hiillgebilde einer zweipammetrigen 
Kugelschar g(t, r) aufFassen. 

Aus diesen oo- Kugeln greifen wir eine einparametrige Schar 

E (*> r=r(<))=E(0 

heraus, etwa alle Kugeln von g(J, r), die $$ lungs £ beriihren. 

Unter einem Streifen soil die Kurve £ raifc den Ebeneneiementen 
verstanden werden, die F in £ beriihren. 

In einer anderen AufFassung besteht der Streifen aus den Kugeln 
langs £ mit den zugehorigen Tangentenebenen an 

Es sei j(<) die einparametrige Kugelschar, 8(t) mit 0-=O die Stel- 
lung der zugehorigen Ebenenelemente. 

Wenn wir Ableitungen nach dem Parameter t mit Punkten bezei- 
chnen, so lautet die Bedingung dafur, dass zwei Nachbarkugcln j die 
Ebene 8 beriihren: 

(1) ie=o. 

Zwei Funktionen j(<) und 8(t) mit # 2 =0 und mit der Streifenbeding- 
ung (1) stellen einen Streifen dar. 

Wir erhalten denselben Streifen, wenn wir j(<) durch 

(2) E=S(0+^( < )^( < ) 
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ersetzen, weil die Bed in gun g (1) auch fur j( t) erfullt ist. 

Es ist ja 

( 3 ) le=(i+i0+M)6 =0 

vermdge j0=O, 8 2 =0 und der daraus folgenden Gleichung 

00 = 0 . 

(9) Wir betrachten zwei Kreise im R t bei denen alle Kugeln durch 
den einen Kreis den Winkel <p mit dem andern bilden. 

1st 

A A 

eine normierte Kugel <lnrch einen Kreis St im R, wobei 

A A A A 

iRt, so muss 

COS 1 V=l>a(>SF f 

Sein. Nun betrachten wir 


cos f = 0, 

dann gelten die beiden Gleichungen : 

(1) A'V>I + 2A«/»,o.+-1 =0, 

(2) TVH2rv^^+T^;=0. 

I)ieae Gleichungen bezeichnetl zwei Kegelschnitte in der (p„ />_.) — 
Ebene. 

Betrachten wir gemeisame Punkte von (1) und* (2), dann haben wir 
vier Punkte im allgemeinen, und dann folgt aus (2) 

T n (/>i p>) {p\ A i p i ) : =Q f 

wobei ?. v zwei reelle Konstanten sind. Aus (1) uud (2) erhalted wir 
dann : 


ft 8 *' 




A/J—B 


oder 


T 12 


A/J-B' 


( 3 ) 
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denn aus (1) und (2) haben wir 

P \ (T'*A" - A ,! T n ) - pi( - A*T‘ S +A'*!*) =T“, 


d.h. 


P lA-plB=T", 

wobei 


A=T ,! A"—T"A 1S und B=-T ,2 A“+T a A 15 

sind. 

Aus (3) haben wir den 

Satz : Wenn fur gegebene A und T />, und p, reell bestehen, dann 
muss 


_ T “ - Oder T “ 

jUJ-B A4-B 


positiv sein. 

(10) Als Minimallinien haben wir 

( e t e t )dV+ 2( )dtdr+ (6 X 0 X )dr*=0 . 

Es seien 


( ( dfi t di l 4* 2( Bfi x )didz +(O X 0 X )dr 9 =0, 

(i) . 

( ( 0,0, )dt ! + 2( 0,0 X )<Mt+ ( 0 X O X )dr“=0, 
Zwei Minimallinien, dann ist 


(M,) - (Mil - (Ml , 

(0,0,) (0A) (0*0*) ’ 

die Bedingung dafur, dass zwei Kreisfl&chen Konform sind. 
Setzen wir 


(0,\) (0*0*)~(0*0*) (6,0*)^A, 

(0*0*) (0,0,)~(0,0*) (0*0*)^B, 

(0,0,) (0,6*)-(0,0*) (0,0,)eaC, 

dann sind die Bedingungen dafur, dass zwei Fl&chen konform sind 
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A=0, B=0, C=0. 

Wenn Gleichung ( 1 ) eine gemeinsame Wurzel di:dz haben, dann 
besteht ; 


F-4AC=0; 
dean aus ( 1 ) folgt: 


dt : 2 dtdr 

( 6,6 X )(«,«.)-() ( W( W,)~ ( M,W,) 

^ _dr*_ 

(W'HW-CW(W') 


d.h. 


dt : _ 2dldr~ _ dr 2 
A B C * 


Sind dl, dr und d 7 *, d r zwei senkrechte Paare dor Richtungen auf 
zwei Kreisflachen, clann gelten die Gleichungen : 

( 6,6, )dtot + ( 6,6 X ) ( iHff t+ fizfi't) + ( 6 X 6 X )fizfi' z=0, 

( '6,6, )filfi't + ( 6,6. )(3tSz + fizSi) + {6 x 6 x )fizSz=0 . 

Also haben wir: 

fitfi't—ff. A.f 

fitfi'z+fizSt=a. B, 

fizSz=a.C, 

wobei a der Proportionsfaktor ist, und es sind or : fit und d'r: fi't zwei 
Wurzeln der Gleichung 

AP-B<+C=0. 

Also haben wir ein Paar senkrechter Linien. 

Es seien : 

{6,6,)=XJ{t„ {0 x 6 x )=*}g{z), (6,6 X )=0. 

in 
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( 6,9, )dt 1 + 2( 0A )dtdr + ( 6A )dr 2 =0, 


dann gilt: 


(e,0,):(0A)=J(t):g(r): 


hieraus folgt dann: 


( 2 ) 





o. 


In Worten: 

(2) ist notwendige Bedingung dafiir, dass 


( 8ft, )dt i + 2( 8ft % )dtdr + ( 6A W 

auch in der Form 


/(dP+dL 1 ) 

schreibbar ist, wobei T Funktion von t und L Funktion von r sind. 
(11) Jedes Kreisbiischel (j 1 , j n ) kann in der Form 

(!) E=E I -'E" 

dargestellt werden. 

Aus (1) erhalfc man 

(EE) = (E'E 1 ) -H( e'e") + 'W l )• 

Wenn j ein Punkt ist, so muss 

(EE)=<> 

sein. 


Baher erhalt man folgende in l quadratische Gleichung 

(2) j TI j n ) — 2A( J 1 ^ 11 ) + () =0, 

deren Wureln nnd / e in (I) eingesetzt die beiden dem linearen Buschel 
(j 1 , l 11 ) und dem Punkte gemeinsamen Kreise j 1 und j u liefern. 

Man hat also 


Ei=E I_ ^E“> 
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folglich entsteht des Doppelverh&ltniss der vier Kreise j 1 , j 11 , j 4 : 

(3) (S', s n > 5 ,, 50=-y" 

/ 2 

Die Aufloeung der Gleichung (2) ergibt aber: 

iff) 

;,= f ff ) , 

Wi 

Sollen nun j, und £* die Kreise £* und j 11 harmonisch trennen, so 
muss 


sein, d. h. 

(4) (S , £ ,I )=0 

(4) ist eine Bedingimg daftir, dass j T und £ n aufeinender senkrecht sind. 

Also in Worten : Wenn j, und j, die Kreise j 1 und j 11 harmonisch 
trennen, so muss j 1 und j 11 aufeinander senkrecht sein. 

(12) Setzen wir 

wobei g 1 senkrecht ans j 11 steht, so mussen /, und )* der Bedingung 

genugen. 

Denn es ist: 

(a) -1 - « ii) +«A( s’s 11 )+«(eV)> 

weil 

(s¥)-(sV)»> (s i e")=o 

sind. 

Man kann daher einen Hilfswinkel <p einfuhren, der durch die 
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(Sleichungen bestimmt wird : 

;.,=cosf, ^ 2 =sin^ 

Also haben wir die Gleichung: 

(1) X =cos^j 1 + siny?.s n , 

Es folgt dann : 

cos^=(sj i ), siny?=(£S n )- 

Nehmen wir zwei Kreise 5 und wie in (1) an, dann sind 
S^cosfY+sinfJ 11 , 
t) =co 8 ^.j 1 + sin^.j 111 , 

wobei j 1 senkrecht auf jc m steht. 

Also gilt: 

( 2 ) ( P ))= cos V + sin V- (£ n £ m ) • 

Bezeichnen wir den von j n und j m eingeschlossenen Winkel mit a, 
dann folgt aus ( 2 ) die Beziehung Zwischen a und <p: 

(3) cos0=cos*y + sin ? fCosa 

wobei 0 der von j und t) eingeschlossene Winkel ist. In Worten In 
unserem Fall besteht ( 2 ). 

13. Es seien j 1 und £ n neelle eigentliche Kreise im R,. 

Es sei a ein beliebeger Kreis, der zu j 1 —j n normal ist, so folgt: 

(1) a(E , -5 u )=°> . 

d. h. 

(2) a?=af. 

Umgekehrt folgt aus (2) wieder ( 1 ). 

(2) Bedeutet, dass g 1 und g“ mit a gleichen Winkel bilden. So gilt der 
Satz : Jeder kreis a, welcher zu g 1 —g n normal ist, bildet mit g 1 
und g“ din gleichen Winkel, und umgekehrt, alle Kreise, welche mit g 1 
und g n gleichen Winkel haben, sind zu g 1 —g” normal. 

Normieren wir g 1 , g° und setzen wir: 
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(*¥)-!, (E n S I, )= 1 > 
dann folgt die Bedingung : 

oder in Worten: J l + J n sind die Kreise, die mit g 1 und g 11 gleichen 
Winkel geben. 

Es besteht 

(E , + J Ii )(J 1 ~J u )-0, 

d. h. (j f + j n ) sind senkrecht zu (jc 1 — 5 11 ). 

Bilden g l rait g 11 und g 111 gleichen Winkel, dann besteht : 

5 If ( 5 l - £”)=E ,n ( S 1 - ), 

in Worten: g 1 , g ,u bilden gleichen Winkel mit (g l —g 11 ) und (g 1 —g IIX ). 

(14) Es seien clrei kreise St v St*, St s im R, bei denen alle Kugeln 
durch den St t gleichen Winkel mit dem andem bilden. 

1 st eine normierte Kugel durch St, mit 

A A 

W=/V '» A ' t=1 > 

so muss 

co 

unabhangig von (> 9 sein, wobei ip, if den Winkeln zwischen imd St 2 
bezw. 9 und-it, ‘Bind. 

Dass ist nur moglich fur 

T** prop. A", 

T* prop. A**, 

also folgt: 

T ** 1 prop. T*\ 

Wenn T** prop. T* p ist, dann folgt: 


cosY : cos const., 
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also folgt : (I> 

A.^b": A=oonst. 

(15) Wenn a, b und c die Koordinaten des Mittelpunktes einer Kugel 
im R» vom Radius r und x, y und 2 die Koordinoten eines beliebigen 
Raumpunktes dsrstellen, so ist die Potenz P dieses Punktes in bezug auf 
die Kugel gleich 

(x—a) 2 -f (1/—6) 2 +(2—c) 2 ~r ? , 

wahrend die Potenz P desselben Raumpunktes fur die Kugel von den 
Mittelputfktskoordinaten A, B und C und dem Radius R den Wert 

(x—A) 2 + (y—B) 2 + ( 2 —C) 2 —R 2 

besitzt. 

Ist femer der Punkt so gewahlt, dass seine Potenzen in bezug auf 
die beiden Kugeln der Beziehung 

fir, P)=0 

genugen, so gehort er der Flache an, welche durch die Gleichung 
y[(x-a) 2 +(y~6) 2 +(^-c) 2 -r 2 , (x-A) 2 + (y~B) 2 -f(2~C) 2 ~R 2 ]=0 
dargestellt ist. 

Diese Flache moge die Potenzflache der zwei Kugeln fur die Bezie- 
huug 

fir, P)=0 

genannt werden. 

Wenn a, 6, c, r, A, B, C uud R Funktionen desselben ver&nder- 
lichen Parameters r sind, so bestimmen diese Groesen zwei Kugelsysteme. 

Die demselben Wert des Parameters entsprechenden Kugeln der 
beiden Systeme seien einander zugeordnet. 

Je zwei einander zugeordnete Kugeln entsprechen den zugehorigen 
Wert des Parameters, und es besteht die Beziehung fur eine Potenzflache : 

(1) Vergl JSakajima, S: Differentialgeometrie der Kreisacharen, (1); Tdhoku Math. 
Journal, VoL 31 (1925) p. 25. 
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(1) J(r, P, r)=0 

Es kann nun die Aufgabe gestellt weredn : Die Einhallungsflache 
aller Potenzflachen zu ermitteln. 

Nehmen wir anstatt (1) 

(2) F(x, y, 2 , r)=0, 

indem wir r einen bestimraten Wert beilegeu, und errichten Wir in 
einem Pnnkte den Flache die Normale, welche mit den Koordinaten- 
achsen die Winkel a, y bildet, so schneidet dieselbe pie benachbarte 
Flache. 

(3) F(x, y, z, r+A')=0 

der Schar in einem Punkte, dessen Koordinaten, wenn wir den Abstand 
des Schnittpunktes vom Fusspunkt der Normale mit h bezeichnen, die 
Werte haben : 


• = x+ /icosa; 


Z=z + hcoay. 


„ . / dV \ 5 / dV \* / cF \ s . 

Setzen wir ( - — ) + [ - — ) +' —— so erhalten wir 

\ 3z ' ' Oy ' V Oz f 


(4) 


c=x+ 


dy 
h 3F 

to dx 


. ^ /. 3F . 


:=z+ 


h 3F 


& 


Die aus aus dea Gieichungeu (4) sich far r /y £ ergebenden Werte 
muBflen der Gleichuag (3) geniigen. 

Es ergibt sich 


(6) F( ; 


h dF ^ h ZV h 0F . A ^ n 

M-« — > y+ -5-> S H-y 555 ^ 

a) Ox to Oy to Oz f 


oder, wenn wir nach der 2 f ayfor , *chen Reihe entwickeln: 
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tj '/ s,f 3F V h J 3F V h . 1 ( 8F V 

(6) F(x, y, z, + +(—} 


8F Y_A_ 

to 


SF 

3r 


Ar+- 


.=0 


oder 

(7) / MU + _!?L. A r +.=0. 

OT 

Fur eine unendlich kleine Anderung des Parameters r erhalten 
wir 


(») 


/* = - 


0F 

dr 


.dr 


- =t.dr , 


wobei wir unbeschadet der Allgemeinheit dr als positiv voraiissetzen 
konnen. 

Um Striktionslinien oder -flachen zu erhalten, haben wir etwaige 
Maxima oder Minima von t zu untersuchen. 

t ist eine Funktion oder Variable von x, y, z von denen aber infolge 
der Gleichung (2) nur zwei unabhangig sind, wahrend die dritte Variable 
mit Hilfe der Gleichung (2) eliminiert werden kann. 

Betrachten wir etwa x und y als unabhangige Variablen, so sind 
die Bedingungen fur das Eintreten eines Maximums oder Minimums (,) : 

' %t _ dt + di - 
dx dx dz dx dx dz F, 

(9) 

di _ dt dt dz = dt _ dt_ _F y ==0 

dy dy dz dy dy dz F, 

wobei F« F„, F, die partiellen Ableitungen von F(x, y, z, r) nach x, 
y } z bedeuten. 

Wir erhalten die Gleichungen 

(1) Ferrari, F: Untereuchungen ijber das Striktionssystem ciner einfach unendlichen 
Flachenschar, Beilage zum Jahresbericht Ostem (1912), Friedrich-Wilhelm-Gymnasium 
zu Kottbus S. 3. 
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( 10 ) 


F -8,'- F -8 z 


F * -F, 

d y 


dt_ 

ds 


= 0 , 

= 0 . 


Eliminieren wir aus diesen Gleichungen r mit Hilfe von (2), bo stellen 
sie das Striktionssystem dar. 

Dies ist jedoch nur der Fall, wenn 


( 11 ) 


3Y 

dx- 



ist, und zwar wird t ein Maximum, wenn -<X), ein Minimum, wenn 

dar 



ist. 

(16) (I) Es sei eine einfache imendliche Schar von Kreisflaehen 
im R w . durch die Gleichimgen 

t!=iV> «), s"=x n (*> «> 

beschrieben, c,) und man sage, dass sie bei veriinderlichem t die Koordina- 
ten {g 1 , j 11 } der Kreise im R t der Kreisflache (oo) geben, wenn die 
wiJlkurliche Konstante a diesen Wert besiszt. 

Neben der Kreisflache (a) betrachte man eine zweite (a+A a )> und 
bemerke, dass die Koordinaten einen beiden Kreisflaehen angehorenden 
Kreises sowohl durch Ausdriicke : 

S*(<> «)» ?."(<> «)> 
als auch durch Ausdriicke: 

xV+A<> «+A a )> ^‘(t+A*. «+A«) 

anzugeben sind, deshalb fur die Koordinaten der Schnittkreise beider 
Kreisflaehen die Gleichungen gelten : 

(1) Nakajima, 8: Differential geometrie der Kreisscharen, (H); Tehoku Math. Journal, 
Vol. 31 (1929), S. 36. 
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«)> S n =S u (<> a), 

°=(S 1 ( < +A < > a+AaJ-jftt «+A«))-^f- 

+ (e’(<> «+a«)-s , ( < > a ))-^r~> 

A« 

0=(s ,, (<+A«, «+A«)~S n (<> «+A«))-~- 

A 1 

+ (S n (<, «+A«)-E“(<, a))^*-=0. 

A<* 

Daraus folgt nun, dass fur die Koordinaten der Schnittkreise der 
Kreisflache (a) mit einer unendlich benachbarten Kreisflache der Schar 
die Beziehungen bestehen : 

?=zV> «)> f=tV> «)> 

^Ldt + - d £da=0 , -±£-dt+-lf-da=0. 

dt da dt dt 

Weil die letzten beiden Gleichungen nur richtig sind, wenn die 
Funktionaldeterminante : 

Jj 1 3;“ 

d(r l y r n ) dt dt 

d(t, a) “ 

da da 

verschwindet, und umgekehrt mit verschwindender Determinante zwei 
Gleichungen der fruheren Art bestehen, so ergibt sich, dass der Ort von 
Schittkreisen unendlich benachbarter Kreisflachen der Schar, d. h. die 
Emhvllende der Kreisflachen dutch die Gleichungen 

«)> 5 ,, =x n (^ «) 

de/vniert wird , wenn nur a die dutch die Gldchung: 

M £1 = o 

d(t, a) 

bestimmte Funktion der unabh&ngigen Verdnderlichen t bedeutet . 
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(II) Hat man die Einhullende zweier Scharen von oo 2 Kaumkurven 
im B„ zu finden, die durch drei Gleichungen 

S T =S‘(<. «), «)> a) 

gegeben sind, so nehme man neben der Kurven (a) die einem Paratne- 
terwerte (a+A«) zugehorende Kurve auf und beachte, dass in jedem 
etwaigen Schnittpunkte beider Kurven die drei Relationen : 

e'^+A** «+A«)—e‘(<> «)=0, 

S n (<+A<> «+A«)-S n (<> a)=0> 

J? ,n (*+A<> «+A«)-X n, ( < > “)=° 

bestehen, also in den Punkten der etwaigen Einhiillenden die drei 
zweizeiligen Determinanten der Matrix 

d-g_ _?£_ —*■ — 

~dt dt dt 

d£ df o£ n __ 

da da da 

verschwinden mussue. 

(III) Eine Schar von 2oo 2 Kurven in R„ 

%!=?!(*> «» «i)> )[ n =j n (<, a„ a,), )C m =j n, (<, a„ a.,) 

hat zur Einhiillenden zwei Flachen in deren Punkten 

£, jgM _n 

d(t, a„ a.) 

ist; und zwei Scharen von oo 2 Kurven, welche durch GQeichung 

£=£(*> “» «-> ®)f «» «•> «), 

«.» a>. a«)> ®(«i> «s» “0— 0 

gegeben sind, besitzen wieder in zweier Flachen ihre Einhullende, in 
deren Punkten aber 

9( t , a„ A-, ) 

ist. 
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(IV) Handelt es sich endlich um die Einhullende einer 2 oo, Schar 
yon Flachen im R„, welche durch Gleichungen : 

E I= S'(<> t, a), s n =j n (t, r, a), s m =j ni («, r, a) 

dargestellt seien, in denen a wieder einen Parameter zur Unter- 
scheidung der Flachen von einander bedeutet, aber t und r die Para¬ 
meter zur Punktbeetimmung auf der Flache sind, so fiihrt eine 
Erw&gung gleicber Art wie fruher zu dem Ergebnis: der Ort von 
Schnittlinien unendlich benacbbarter Flachen der Schar, d. h. die 
Enveloppe, 1st durch die Gleiceungen 

a), t, a), r, a) 

definiert, wenn nur als die durch die Gleichung : 

dt dt dt~ 

0 £_ 0j£_ 

0 r 0r 0r 

0 £ df _0 X ™_ 

0 a da da 

bestimmte Funktion von t und r betrachtet wird. 

Geht man von drei Flachen (a), (a-f Ai a )» ( a +A? a ) aU8 > 80 
gelten fiir die Koordinaten der ihnen gemeinsamen Punkto Gleichungen 
der Form : 

JC r =X 1 C<> r > a), S n =K n f<, r, a), r, a) 

fW+AA r +As, a+Ai®)-? 1 ^* r > «)=0>. 

E l (<+AA r+A*r> a +Aa«)-S T (<, r, a)=0,. 

und wenn man die drei Flachen unendlich benachbart wahlfc, so ergeben 
sich bei dem Grenzubergang aus den zweiten drei Gleichungen die 
Beziehuhgen: 

^Ldt+Jg-dt+Jg-da- 0 , 
*$Ld, + %Ld, + lg-to = 0 , 


F(t, r, a)= 
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dt dr da 

d. h. es muss 

F(<, r, a)=0 

sein. 

(17) In den Pararaetern t, r lautet die Differentialgleichung der 
Minimal! inien (1) 

(1) ( Ofl t )dt 2 + 2( OA )c Mr + (BA )dr 2 ~0. 

Durch jeden Flachenpunkt gehen nach (1) zwei Minimallinien; 
dieselben sind stets imaginar, da die Discriminante von (1) 

stets postitv ist. 

Darch S]»ltung von (1) in zwei Liniearfaktoren erhalt man 


( 2 ) yW.) A+-^rr"- rfr=0 ' 

(3) vW,) dt+ JM^A -dT= o, 

V ( “A ) 


wobei i—— 1 ist. 

Die aus diesen beiden DifFerentialeichungen sich ergebenden Werte 
von dt: dr sind konjugiert imaginar. 

Es sei nun ein /i integriercnder Faktor der Differentialgleichung 
(2), der natiirlich im allgetneinen auch eine komplexe Funktion von t 
und r sein wird. 

Multipliziert man die linke Seite von (2) mit /t, so wird sie ein 
?xaktes Differential, das mit da bezeichnet sei, so dass also 


(4) 


ist. 


da=l* K j/(0A) <#+ 


iJAHj A dT \ 

yW«) ' 


(1) NakaJima, 8: Differentialgeometrie der Kreiascharen (Vlll); Tdhoku Math. Journal, 
Vol. 32 (1930) S. 219. 
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Nennt man die Funktion, die aus fi durch Yertauschen von i mit 
— i hervorgeht, die zu /i konjugierte Funktion und bezeichnet man diese 
mit v, so zeigt man lecht, dass v ein integrierender Faktor von (3) ist: 
man erhalt so entsprechend zu (4) 

Aus (4) und (5) erhalt man durch Integration zwei Gleichungen von 
der Form : 

(6) <p{t, r) = a, 

(7) <p{t, r)=fi. 

Dies sind die Gleichungen der Minimallinien, und zwar stellt (6) 
die eine, (7) die andere Schar derselben dar. 

Nun beweisen wir den 

Satz: Die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dass die 
Parameterkurven Minimallinien sind, ist, dass die Gleichungen 

(6A)=0; (MO«0 

identisch fur alle Wertepaare f, r erfiillt werden., 

Um die Minimallinien als Parameterkurven einzufuhren, spaltet man 
die quadratische DifFarentialeichung 

( e t 6 t )dV + 2( e t 6 x )dtdr+ ( 6 % 6 X )dr=0 

in ihre Linearfaktoren und erhalt so zwei lineare Differentialgleichungen, 
deren Integrationskonstanten a und die Parameter der Minimallinien 
sind. 

Die Tronsformationsgleichungen ergeben sich durch Auflosen der 
Integralgleichungen nach a und ft in der Form 

<p(t, r)=«; 

Nun beweisen wir den 

Satz cs> : Bei jeder Abbildung zweier reziproker Kreisfl&chen gibt es 

(2) VergL Tisbot, Sur les cartes g^ographiques; Comtes Rendus 49 (1859) 8. 673; und 
Neowvdles ann. de math., 2. S5rie (1878) t. 17. 
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ein System von zwei sich entsprechenden Kurvenscharen, die auf beiden 
Kreisflachen ein Orthogonal system bilden. 

Beweis 2 Die Bedingung, dass zwei Fortschreitungsrichtungen auf 
dt dt' 

der Kreisflache S: - und-die abgekiirzt mit m und m' bezei- 

dr , dr* 

chnet werden mogen, aufeinander senkrecht stehen, ist 

(8) ( 0 t 0 i )mm'+(0 t 0 x )(m+m') + (0 x 0 x )=O .. 

Sollen die beiden entsprechenden Richtungen auf der Kreisflache 
ebenfalls aufeinander senkrecht stehen, so muss 

(9) + 

sein. 

Die Fortschreitungsrichtungen, die auf beiden Flachen orthogonal 
sind, miissen also den beiden Gleichungen (8) und (9) geniigen, d. h. sie 
ergeben sich, wenn man (8) und (9) nach m und m' auflost. 

Die Elimination von m' aus (8) und (9) ergibt fur m die Gleichung 

(*A)m+(0A) (0A)w+(0A) 

( 10 ) ♦ =0 

Da (8) und (9) in m und m' symmetrisch sind, muss auch m' die 
Gleichung (10) geniigen ; d. h. m und m / sind die beiden Wurzeln dieser 
Gleichung. 

»setzt man m wieder durch , so erhalt man als Differential glei- 

dr 

chung der in Satz 1 genannten Kurven 

( W)dt + (* A )dr ( 6fl x )df + ( 6 X 6 X )dr , 

( 11 ) = 0 , 

( w, \dt+( e t e x ),dr ( e,e x ),«#+( e x e x ) t dz 

Bemerkung : 1st 

(*A): (*A): (MO~(*A).: (*A), •* (Mt)« 

so entspricht jedem Orthogonalsystem der einen Flache ein solches der 
andem; in diesem Falle nennt man die Abbildung konform. 

( 18 ) Nun ist 
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A A « 

eine normierte Kugel durch Kreis St im R, wobei 

(1) A«o=l 
ist, so muss' 15 

(2) C0B , ?=p.p f T‘<‘ 


sein. 

Betrachten wir k in dem Falle, dass cosV diesen Wert ann&hme, 
dann haben wiraus (7) und (2) 


(p aPf A.*>=l, 

}p.p^=k. 


Nun setzen wir 


i°i= 



in*(3) ein, dann folgt au8 (3): 


+ 2x,xA' 2 +^-^=0, 

(0=i?T" + 2i,i..T 12 +kT-—=0. 


Dann wollen wir fiber die Lagebeziehungen zweier Kegelschnitte (4), 
deren Determinanten nicbt verschwinden, folgendes als bekannt voraus- 
setzen. 

Die Determinante des Kegelschnittbfischels 


/+xj*=0 

wollen wir /\(/) nennen. Es ist also 

A 1, +xT" 

AW= A 12 +/T 12 
0 


A ,2 +/T' 2 0 

A^+xT 22 0 

0 -(1+M) 


Setzen wir dieee gleich Noll, so erhalten wir eine Gleichung dritten 
Grades, deren Wurzeln X„ X,: 


(X) Vergl. (9). 
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sain mogen. 

Es sind drei verschiedene Wurzeln vorhanden, also schneiden sich die 
Kegelschnttte in vier getrennten Punkten. 

(19) In der BLASCHKE’schen DifFerential-Geometrie III gelangten 
wir dutch die stereographische, bezw. isotrope Projektion zur MoBius’schen 
und zur LAGUERBE’schen Geometric der Ebene. 

Beide Projektionen lassen sich ohne wesentliche Abandoning auf 
hohere Dimensionen iibertragen. 

Wir beginnen hier mit der Kugelgeometrie im R„, die sich aus der 
(Jbertragung der stereographischen Projektion auf den (n+1) — dimen- 
sionalen Raum ergibt. 

Wir projizieren eine „Ubcrhigel u , die in den (n + 2) homogonen 
Koordinaten x,,, x„ x 2 , .. x n+I die Gleichung hat: 

(!) EE=-4 + xf+a5+.+ *; + i=0. 

Aus dem ,,Suripol“ x,-=x,=.=x,=0; x„ +I = — 1} projizieren 

wir auf die „Grundubercbene“ x nfl =0 eine Kugel. 

Dann entsprechen den Punkten e[$c= 0] der Uberkugel (1) die 
Punkte der Uberebene oder, wie wir auch sagen wollen, die Punkte des 
n-dimensionalen Raumes der Projektion x* M =0. 

Hier gelten fiir die stereographische Projektion folgende Fonneln : 


( 2 ) 


4 X, =^>Co> . . 

T _* l-(«+€f+.+ «-.) 

*» + 1 r *-2- } 


die ermoglichen, aus den kartesischen koordinaten £ 0 , Ci, ., c„-i des 

Punktes der Projektionsraumes die homogenen Koordinaten x< des entspre- 
chenden Punktes der Uberkugel (1) zu ermitteln. 

Wir werden die homogenen, an die Gleichung (1) gebundenen Grossen 
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x t auch als Kooidinaten des Punktes der Projektion verwenden und sie 
dann als pentasph&rische oder (n + 2) — Kugelkoordinaten bezeichnen. 

Mit Hilfe der Formeln (2) bestatigfc man lelcht, dass durch die 
linearen Gleichungen 

(3) &=~a*£o + *l£l +.+ *n + l£« + t=0 

in den pentaspharisuhen Punktkoordinaten, bei denen die y t der Ungleich- 
ung genugen, die Kugeln im Projektionstaum dargestellt werden. 

Dabei rechnen wir die Ebenen, die sich fur £>+£,,+1=0 ergeben, als 
„8p€ziellc Kugeln mit unendliohem Radius" dazu. 

Wenn ist, schrumpft die Kugel auf einen Punkt zusammen, 

wenn aber ist, erhalten wir Gebilde ohne reelle Punkte, die wir 

nullteilige Kugeln nennen. 

Fassen wir alle genannten Gebilde unter dem Begriff „Kugeln“ 
zusammen, so kdnnen wir somit unsere stereographiscbe Projektion des 
(n+1) — dimensionalen Raumes auch als eine Abbildung seiner Punkte 
aufFassen, oder als entsprechende Polaruberebenen (3) beziiglich der 
Flache (1), oder als Gleichung x n+I =0 fiir die Kugel des Projektion sraumes 
und als Kugeln und Ebenen ausserhalb diesesr Flachen. 

Allgemein nennen wir y t die Pentaspharischen Kugelkoordinaten. 

Betrachten wir im (n + 1)— dimensionalen Baume die Gruppe der 
Projektions-Transformationen, die die Uberkugel (1) festhalten, ausserdem 
die Gruppe der (n+1)— dimensionalen hyperbolischen Bewegungen mit 
der Massflache (1), so entspricht ihr eine Gruppe von Punkttrans- 
formationen des n-dimensionalen Projektionsraumes, welche Kugeln wieder 
in Kugeln uberfiihrt, und welche wir die Gruppe der MoBius’schen 
Kugeltransformationen des n-dimensionalen Baumes nennen wollen. 

Die Geometric dieser Gruppe wollen wir auch Inversions- oder 
Konformgeometrie des Baumes nennen. 

Ahnlich dem entsprechenden Satz der Ebene im B* kann man auch 
den Satz beweisen, dass die AfSfcit^schen Transformotionen die einzigen 
eineindeutigen Punkttransformationen des JfcfaWschen Baumes im R n 
sind, welche Kugeln iiberfuhren. 
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Man geht durch die stereographische Projektion in den (n-f 1) — 
dimensionalen Baum. 

Darin sind dann solche Transformationen der Uberkugel, welche die 
Schnittgebilde der Uberebenen mit der Uberkugel in ebensolche uber- 
fiihren. 

Qrdnen wir jedem Punktepaar der Uberkugel seine Verbindungs- 
gerade zu, so induzieren die Punkttransfonnationen der Uberkugel in dem 
Gebiet innerhalb der Kugel eineindeutige Geradentransformationen, welche 
Uberebenen wieder auf Uberebenen abbilden. 

Fur den Winkel <p zweier Kugeln t) und j gilt : 

COS <f =--- 

(W)(M) 

Daraus ergeben sich dann auch die Bedingungen fur Orthogonalitat 
und Beriihrung von Kugeln im R„. 

Zu (w+1) gegebenen linear unabhangigen Kugeln g* [a= I, II, 

.. (n+1)] gibt es immer eine gemeinsame senkrechte Kugel ty, die 

wir defininieren konnen durch 

($«) = sS s” .. 

wofiir * eine willkiirliche Kugel eingesetzt werden kann. 

Wir schreiben symbolisch : 

I S 1 . S n > .» S (M+,) 

und nenneu das vektorielle Produkt der (n+1) — Kugeln g*. 

Wenu u einer der Schnittpunkte der n Kugeln g* ist, so folgt: 

i«i=tig*=0. 

Es sei u ein Schnittpunkt der g*[a=I, IT, .n] ; dann ist die 

Determinante 

«> X*> S" .> S'"’.* ,=0 

fur jede Hilfskugel «. 

Es ist u also eine Linearkombination der g*. 

W&re 95 ein weiterer Schnittpunkt der g*, so ware 93g*=0, also 

auch 
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§8n=0. 

Eln Kreis St kan als Schnitt der (v—1) — Kugeln j* [a=I, II, 
.(n—1)] festgelegt werden. 

AUe Kugeln g, die sieh linear aus den Kombinieren lassen, gehen 
durch denselben Kreis St. 

Wir konnen zwei neue Kugeln 

(4) [«=I. II, . («-!)] 

P-1 

als Linearkombinationen der mit Koeffizienten Cj einfuhren und dann 
durch £ unseren Kreis darstellen. 

Soil ein Ausdruck in den Koordinaten der Kugeln 

ty*, z 9 > . u-s-w- [«=I, II, . (n— 1)], 

mit deren Hilfe wir eine Anzahl Kreise festlegen, nur von der geometri- 
schen Figur der Kreise abhangen, nicht aber von den sie festlegenden 
Kugeln, so muss er unverandert bleiben bei Subsfcitutionen der Art (4), 
d.h. bei dem Ubergang zu beliebigen andern Hilfskugeln der durch die 
Kreise gehenden Buschel. 

Dabei werden wir Fur die verschiedenen Kreise Substitutionen (4) 
mit verschiedenen Koeffizientensystemen cj| haben. 

Betrachten wir zunachst einen Kreis jc* und bilden das System der 
Skalarprodukte 

(5) ( 5 « S »)=A‘>, 

so haben wir in A ap ein Grossensystem, das sich nach (4) in folgender 
Weise substituiert: 

I‘ p =c‘c p A r * [!•**(£&)]. 

Hier sind alld Indizes von 1 bis (n— 1) enthalten, und es ist bei 
doppelt vorkommenden Indizes die rechte Seite zu addiereren. 

Fiir den zu unserem Kreis St gehorigen Tensor A ap gilt die Sym- 
metriebedingung 


A* p =A p * 
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und dass sich femer die Determinante A= j A* 1 * j nach 
A=,c;r.A 

substituiert: 

Wollen wir nun einen eigentlichen reellen Kreis haben, so mussen 
wir die Determinante A}>0 voraussetzen. 

Wir betracbten zwei Kreise ft und ft, die durch die beiden Kugelpaare 

j* und [a, X=I, II,.. (n— 1)] dargestellt werden. Wir definieren 

zu (5) analog A X|< '=(wobei ist, und setzen A='A^j^>0 

voraus. 

I>ann liaben wir fur ft die Biischeltransforraationen 

(5 # ) 

zu beriicksichtigen. Die c* in (o 1 ) sind aber von den cj in (4) vollig 
unabhangige neue Crbssen. 

In 

haben wir ein (Jrbssensystem, bie dem beide Arten von Indizes vorkom- 
men, einen „gemi8chten“ Tensor, der sich nach 

transform iert. 

Wir schlie8sen nun den Fall aus, dass hie Matrix 

V I1 vCn-I) yl «II y* n-1) i A 

l4 R j h ’ . 9 h 9 h 9 b. 9 . & ,= u 

ist, in die lineare Beziehung der Form 

( 6 ) 

besteht- 

Die Bedeutung von (6) ist aber die, dass es eino Kugel 3=<7 a g*=tfAj: x 
gibt, auf der (n— 1)— Kreise liegen. 

Wir bilden nun den in a und ft symmetrischen Tensor 


T* p =A A|1 $ a V 1 *= 
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Isogonale .Kreise heissen solche Kreise, bei denen alle Kugeln durch 
einen Kreis einen gleichen Winkel mit einem andern bilden. 

1st eine normierte Kugel durch St, wobei 

W=P.pA* =1 

ist, so muss 

cos 2 f= i o flti o p T tf? 

unabhangig von den sein, wobei (p der Winkel zwischen dem Kreise 
und der Kugel ist 

Bass ist nur mdglich fur 

T ap prop. A*>. 

1st T Xjt =A (a{ ,« aX *^ der T®* 1 entsprechende Tensor der zweiten Art, so 
muss wegen der geforderten Reziprozit&t der Beziehung zwischen den 
beiden Kreisen auch T Xyi porp. A* 1 * sein. 

Aus folgt dann, dass die beiden Proportionalitatsfaktoren, 

also die beiden Winkelwerte gleich sind. 

Aus diesen Bedingungen folgt speziell auch 

H 2 —K=0. 

(20) Wir betrachten zwei Geraden g und g im Raume Ra, die durch 

«%* 

die beiden Geradenpaare und g x [a, A~I, II] dargestellt rl) sind, wobei 

(S'5 b )=° und (sY)-° 

sind. 

Wir definieren 

A Xi *-u(5Y), 

wobei 

A*>=A**, A^=A^ 

ist, und setzen 

A=| A®*| >0, A=jA x *| 

(1) Thomsen, G ; tjber Kreisscharen und Kqrven in der Ebene und liber Kreisscharen 
und Kurven im Baum; Abh. aus dem Mstb. Seminar der Hamb. UniversiUtt, IV 
Bd. (1926) S. 117. 
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vorauB. 

Darin haben wir fur g, g die Buscheltransformationen 

C«=I. H], 

P “I 

(1) 1 

l'= l > H] 

zu beriicksichtigon, wobei cj, c£ vollig unabangige Koeffizienten sind, 
deren Detenninanten 

| Cj H-.O und !c^[4:0 

sein miissen. 

In 

haben wir ein Grossensystem, bei dem beide Arten von Indizes vorkom- 
men namlicli einen “ gcmiscliten u Tensor, der siflh nach 

( 2 ) 

transform iert. 

Wir betrachten nun den Fall, dass die Matrix 

(») , E 1 ) ?> E t1 1^0 

ist, wobei eine lineare Beziehung der Form 

(3') <r a j*=^S A 

besteht. 

Die Bedeutung von (3') ist aber die, dass es einen Punkt 

5=^E‘=^E X 

gibt, (lurch beide Geraden verlaufen. 

Gilt (3) nicht, so sind die vier Geraden linear abhiingig. 

Wir bilden nun den in a und ft symmetrischen Tensor (4) 

(4) T*fr=A 

Statt A*, fiihren wir nun T* 11 neben A* p ein; somit haben wir 
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vier Grosen weniger. Da aber in den Transformationsformeln von A ap 
und T* p die c£ garnicht vorkommen, enttpricht dieses Nichtvorhan- 
densein gerade der Elimination der vier Grossen 

Es bleibt noch die Aufgabe, die Invarianten der gleichartigen 
Tensoren A* p und T* p zu bestiramen. 

Das entspricht aber gerade dem Problem der Ievariantenbestimmung 
zweier quadratischer Formen im Gebiet zweier Variabler, wie sie in der 
Flachentheorie vorkommt. 

Der GAUSS’scken und mittlereren Kruramung entsprechend haben 
wir die beiden Invarianten 

(5) K=?-, h=i.t;, 


wo T die Determiuante | T ap | ist. 
Aus (4) ergibt sich 


( 6 ) 


wobei 


T== —, 
A 


8 = I I 


ist. 


Somit hat man auch 


(7) K=—-— und H=i 

A.A 2 

Aus (7) ersieht man, dass die Invarianten in den Tensoren beider 
Biischel symmetrisch sind trotz der Bevorzugung des ersten Buschels 
durch Einfiihrung von T* p bei ihrer Herleitung. 

Fur zwei verschiedene reelle Punkte j und j ist immer (jj)-f-O, und 
wenn (gj) in den kartesischen Koordinaten x, y, z, x, y> z ist, ergibt 
sich: 

(x-xf + (y-y) ! + (z-zy. 

Nehmen wir auf einer Kugel g im B* drel Punkte g a [d=I, II, III] 
und auf einer weiteren Kugel g* ebenfalls drei Punkte g* an, so gibt 



SOJI MATSUMURA 


103 


es genau vier Mobius’sche Transformationen des Paumes, welche die Figur 
(g 5 *} in die Figur {$*$**} uberfuhren. 

Wir konnen zunachst in ahnlicher Weise g in g* uberfuhren. 

JDann gehen dabei die £® in drei Punkte g® auf g* iiber.. 

Nun kann man aber auf zwei verschiedene Weisen wegen der 
Kreisverwandtschaft auf g* die £* in die g*® uberfuhren. 

Zu jeder solchen Kreisverwandtschaft haben wir dann nach dem 
eben Ausgefuhrten noch zwei zugehorige Transformationen des Raumes. 

Diese vier Abbildungen sind nun auch die einzig mbglichen; 
denn die Figur {g*J**} kann man nun durch vier Transformotionen in 
sich uberfuhren. 

Zunachst gibt es zu der Identitiit auf der Kugel g* zwei Kreisver- 
wandtschaften, einmal die Identitat des Raumes dann die Inversion an 
g*, die alle Punkte von g* unverandert lasst. 

I)anu gibt es die Inversion auf g* die den Kreis durch die Punkte 
g®* auf g in alien Punkten unverandert lasst, und zu dieser gibt es zwei 
Trausformationen im Raum, von denen man wieder die eine aus der 
anern erbalt, indem man noch die Inversion an g* ausfiihrt. 

Da die Figur {g*g“*} von 10 Bestimmungsstiicken abhiingt, ist 
unsere Gruppe der Abbildungen von Mobius im Raum 10-gliedrig 
(Gruppe M 10 ). 

(21) Das CJuadrat der Masszahl der Lange eines Linienelementes 
des Flacheustuckes C sei durch die Gleichung 

</«'= - [( 8,8,)dt : + 2( 0,0 X )dtdr + ( 0 X 0 X )<fr] 

/(e,r) 

dargestellt. Die Funktionen (tf t 0,), (0*0*), {Wx) Bnd /(t, r) sind ein- 
deutig und stetig. Die Moglichkeit der konformen Abbldung wird 
dargetan sein, sobald es golingt, zwei reelle, mit ihren partiellen Ablei- 
tungen erster Ordnung eindeutige und stetige Funktionen u(t, r) und 
v(t, t) der Gleichung 

(1 ) i.[( e,8, )<jp +2( e,e x )duk + ( e x e x )#■]=*»*+ dv- 

gemass zu bestimmen, in welcher der Multiplikator / eine wesentlich 
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positive; eindeutige und stetige Funktion der beiden reellen Argument© 
t und r bezeichnet. 

Fur die Gleichung (1) kann man auch setzen 


( 2 ) 


VW7)* + -Mi 1 ± * ~- — - -drj 


=du + idv , (i=y/ —1) 

worin der Faktoi [i eine von Null verschiedene, eindeutige und stetige 
komplexe Funktion der reellen Argument© < und r bezeichnet. 

Aus der Gleichung (2) werden die weiteren Relationen 


eAzAiM. - 0 *L +i il 

' V(6fi7) dr ’ 


(fin si 




abgeleitet. 

Die zuletzt angegebene Beziehung fuhrt zu ben beiden Gleich- 
ungen a) 


( 3 ) 


dv 




dt ✓(0A)(MO-(W*’ 

dv 






Es wird nun zunachst die zusatzliche Voraussetzung gemacht, dass 
die Funktionen (d t 6 t ) f (0 t 6 x ) nnd {6 X 6 % ) stetige partielle Ableitungen 
erster Ordnung sind, die ihrerseits der HoLDEB’schen Bedingung geniigen. 

Aus den Formeln (3) ergibt sich, wenn vorausgesetzt wird, dass die 
Funktion u auch noch stetige partielle Ableitungen zweiter Ordnung 
hat, die partielle Differentialgleichung 


(1) Vergl Encyklop&die der Math. Wiaa., Lepzig His* 
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(4) 


0 1 

w ,)-f-(w£y ,| 

((w£-('A)£ ] 

dt 

W(W>)(6 X 0 X )-(0A)V dt 

W(0A)(Wx)‘-(0A)V 


1st insbesordere die Grosse ( 0 t 0 z ) glelch 0, d. h. stellen die Kurven- 
scharen auf der Flache, welche entsprechend durch die Beziehung t= const, 
und die Beziehung r=const. charakterisiert werden, zwei orthogonale 
Kurvenscharen dar, so gehen die Diflerentialgleichungen (3) und (4) 
iiber in 




dv 


du 


dT -/(0,0,)=^-vmr, 


dt l ( 6,0,) dt I 


+ 


d 

dr 


<J iWt) ^i') = o ,> 

'Y (W dr I 


(22) Nehmon wir die Koordinaten eines eigentlichen Punktes r*[a= 
I, II, III] im R, als Funktionen eines reellen Parameters t an : 


(1) px;(t)^a* + 3b*t + 3c*F + d*f, [«=I, II, III], 

so ist dadurch im R eine Kurve bestimmt, wobei p ein beliebiger Faktor 
ist. 

Die Funktionen j*(f) wollen wir als stetige und differenzierbare 
Funktionen ansehen. 

Fur die normierten Koordinaten gilt dann : ($r) = l, und (jj)=0ist 
identisch in t, wobei wir die Ableitung durch Punkte bezeichnen. I>ann 
haben wir 


() = 3( o& )= (d 2 ) = 3( cd) 

=9(6 i )4-6(oe)=9(c , )+6(6d) 

= (od)+9(6c)=0. 

Aus (1) schraiben wir homogen : 

(1) Lichtensttein, L: Reweis des Sataea, daaa jedes hinreichend kleine, im we^ntlichen 
stetig gekrummte, singularitatenfreie FlSchenstiick auf einen Teil einer Ebenc zusam- 
menh&ngend und in den kleinsten Teiien iihnlich abgebildet werden kann; Akademie 
der Wissenuchaften, Berlin (1912) 8. 6. 
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pf *=(*!* + 36yA 2 + 3 c*fi?* + dV=/«( ), p). 

Die ersfce Osculante im Punkte )„ p x wird dargestellt durch: 



1 

3 



oder 


w -=(fl» + ^) + 2(6«+^)J + (^ + c*-l 1 )x*. 

1st / t der Parameter eines Wendepunktes, so folgt fur X x die Gleich- 
ung: 




a x -f* b x X x 

6, +c,^, 

Cj 4 * 

(2) 

*(*.)- 

cl, -f* b 2 X | 

b, -f- cX x 

e 2 4-d^i 



a,4-& 

b i 4“ c 

c s 4" d 


Sind X 2 und X, die iibrigen Wurzeln der Gleichung (2), so folgt 
0R>)=O fS(2>)=0. 

Liegen zwei benschbarte Pimrte %*(t) und £* -f dg* auf einer Kugel 
t), denn gilt: 

(W)-°> (v-frh 0 ’ 

hieraus folg : 

(a«5) + 3(6^)< + 3(c^)<’ + (^)<'=0, 

(b*t)) + 2(c‘)))t+(d't))t'=0. 

Fallen zwei Punkte 


j 8 ( t )=a 8 + 36*< + 3c‘< ! + d a t 


und 


»)•(<)= A 8 + 3B 8 <+3C“<-’+IW 
zusammen, dann ergibt sich: 

CsT)=°» (sV)=o> 


d. h. 
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S{(«*~A*) + 3(6»--B <, )<4-3(o # -(>)^ + (^~D tt )r} ? =:0, 

welches unsere gesuchte Bedlngung ist. 

(23) Im folgenden werden wir den BegrifF der Translationsfliiche 
im R s erorten. 

Worden zwei gedachte Kurven, etwa die durch die Gleichungen 

(1) s=??(<■)> [«=!» n, III] 

mit dem Parameter t x dargestellt, ohne Anderung ihrer Stellung im 
Raume, also mittels Scrhiebung oder Translation stetig in neue Lagen 
ubergefiihrt; so erzeugt sie eine Schiebungs-oder Translationsfliiche. 

Wollen wir den Punkten j der Kurve (1) stetige Schiebungen 
erteilen, so haben wir zu ihren Koordinaten Funketionen einer Yerander- 
lichen L zu addieren, etwa die Funktionen [a=I, II, III], so dass die 
Kurve (1) die Translationsfliiche erzeugt. 

(2) E=Sf(<,)+*?(<;)> II, HI]- 

Auf dieser Fliiche sind t, und t. Gauss’ sc he Parameter; sowohl die 
Parameterkurven *,=const, als auch die Parameterkurven *»=const. sind 
einander kongruent und gleichgestellt. 

Die Tangenten der durch die Punkte einer Kurve t 2 = const, gehenden 
oo l Kurven L= const, haben den Richtungscosinus proportional den 
Grbssen : 



die von 1 2 frei sind, d. h. alle jene oo 1 Tangenten sind einander parallel 
und bilden dahcr einen Zylinder, der die Translationsfliiche (2) langs der 
betrachteten Kurve f 2 =const. umhiillt. 

Die drei Koordinaten 'in (2) geniigen der partiellen Differentialglei- 
chung : 


imd damit der Bedingung M=0, d. h. die beiden Scharen erzengenden 
Kurven sind einander konjugiert. 
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Die Translationsfl&che (2) ist unter den Bedingungen (I> 




= 0 , 



eine Minimalfliiche, und umgekehrt lasaen sich auch alle Minimalflachen 
anf diese Weise ausdriicken. Alsdann sind aber auch 


S=c“S? +e- {, & 

die Koordinaten einer durch stetige Biegung aus (2) hervergehnden 
Gruppe assoziierter Minimalflachen mit dem Biegungsparameter, imd 
hierdurch sind zugleich alle zu der gegebenen Flache (2) isometrischen 
Minimalflachen gegeben. 

(24) Wir haben die Gleichnngen : 

cos ■<p=p'p f T‘ f , 


aiis denen folgt: 


COBV ■ T >; + 2T'-> ^+T>l 

A"/)f+ 2A.' i f>,p i + A“/>f 


in nicht homogener Schreibweise 
A(^)=:COsty = 


T"x t +2T ,l l+T s 

A"l 2 +2A 12 /i+A 2 -- 


AVenn A(/) ein Maximum oder Minimum ist, folgt 


A 

dX 


A(;o=o, 


d.h. 


( 1 ) 


■J>ll ^*12 Jl* 

A 1 ' A 11 A“ = ;. 2 ( A 12 T" - A"T ,2 )+/>( A 2 '-T" - A’"F 2 ) 
1 X 1 +(A“T ,2 -A 1 ‘‘T JS ) 


ss^'+Zl—H'=0. 


(1) Vergl. etwa Knoblauch, J : Grunndlnge der Dfferentialgeometrie; Leipzig und Berlin 
(1913) a 161. 
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la abgekurzter Schribweise: 

( 2 ) H=A' 2 T 12 —A“T M , 0 =sA ,i T ,, -A ,, T‘ 2 , 

H'sA'^-A^, # / sA’=T' i -A’ 1 T a , 

Z=:< 9 / -H=A 2 T n -A , T 22 , 

d.h. 

IF, Z,- 0 = j A” A ’ 2 A 22 II 

|j 'pil rpi2 ipj2 |j _ 

(1) gibt die beiden Tangenten-Richtungen //„ ji, an, ia welche die 
aueserstea Werte der quadratischen Form cosY fallen. 

Sie stehen, da gemass (2) 

A"H'+A , 2 Z-A ~#=0 


wird, aufeinander senkrecht, und zwar 1st auf Grand von 

.. d '' A ..=2<?;.+z 

da* 

die Richtung des Maximums A a bezw. die Richtung ^ des Mini- 
mums A t von cosY bestimmt durch 


/A = 


-Da-Z 

2 e 


bzw. 


1*2=- 


D a ~Z 
26 ' 


wenn zur Abkiirzung 

D Jl -=V'~zJ+46H' 

gesetzt wird. Im Falle des Maximums bezw. Minimums ist 


A(i)—^i+ T “. 
v ' A"/i+A 12 


(25) Im folgenden mochte ich eine Theorie zweiparametrigen Kreis- 
scharen im konformen Raume R* angeben. 

Ist eine Kreisschar im konformen Raume vorgelegt, dann gibt es 
ein Paar Orter, den Brennpunkt der Kreise. 

Diese Orter sind je eine Fl&che der zweiparametrigen. 
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Sind die Gleichungen eines Paares von Ortern (ein Paar von 
Flachen): 

(1) (SJ) =a »( w > »’)+*?(“> «) + . +=£(«> »)—°> 

(2) (W)=W>(«> «)+0i(«» «) + . ®)=0> 

dann kann man die Gleichung der Kreisscharen als 

(3) (ffi )=*•&+*#1 + . +x„3/ n =l 

setzen, wobei u , v die Parameter bedeuten. 

Aus (3) folgt: 

'£dx i -y i + ^x i -dy i = 0. 

Nun kann man setzen : 


y]dxrj/i= const. (=&); 
denn wenn wir setzen 


x=px y y=p-'y 


so folgt: 


Damit ist : 


'£dx i -y i ='£(p-dx l +cp-x i ) {p~ x y t ) 


='!£ i dx i -y t +'£dp.p x f y t . 


^dxryi + dp'p-' =const. (=&), 


d.h. 


Aus 


p= se *p-(-'£ ( i x i-yi) 

p 


folgt 


'S^dx i .y i =lc 


=0. 

Wenn zwei Pdnkte (jj)=0, (tyty)=0 auf einer Fl&che liegen, so 
konnen wir drei quadratische DifFerentialformen bestimmen: 
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^<h l -dy i —g ik du i Su t , 

(4) 

wobei du 1 , du k zwei gegebene Fortschreitungsrichtungen bedeuten. 

Ihr Winkel 6 wird gegeben durch 

COS0__, 

(ffikduW) (g ik du l du k ) 

also in einer u— und in anderer u— Mannigfaltigkeit wird bei u—*u 
cos0=cos0, 

dann und nur dann bleiben, wenn 

_ (guthfdu*)* _^_ ( Undid du k f 

(Undu'did) (g^dx*) (g tk du { du k ) (g^oiddid) 

in alien Difterentialen did und du 1 identisch ist. 

Hieraus erhalfc man leicht die Proj>ortionalitat : 


(5) Uik='9n> X=X(u x , u,, .. m„). 

AVir setzen zunacht g' i k=Xg ik und bilden fur dies© Tensor Xg ik die 
Drei-Indizes-Symbole r' und den Kriimmungstensor R' u ., ltn . 

Es wird : 


(6) 


U /ik =~y9 ik > 


r: ik =x r a 


(7) 

Setzen wir zur Abkiirzung 
d log^ 


1 / 

2 ^ 


dx , a; dx \ 

~t: * 9k*~z 9 l *~Ci y* 

CU k vttj vUj J 


( 8 ) 


! l r- 


a u t 


so ist 


( 9 ) /;; r =r < £+-L( - o ra 9<*t*a ) • 

I 

Zur Berechnung von lm empfiehlt es sich, weitere Abkurzungen 
zu verwenden. 



112 


KEFTBAGE ZUR GEOMETRIE DEB KBEISE UND KUGELN (I) 


Zunachst ist 

( 10 ) g ra fi a =fi r , g ik ftfi k =ftff, 

dann bilden wir von dem kovarianren Vektor ft die kovariante Ab- 
leitung. 

Dios gibt den symmetrischen Tensor 

(11) 0 it =J^-r<ift. 

OUi 

Schliesslich setzen wir noch: 

( 12 ) ?u=ftf 4 —— 

Mit Hilfe dieser Ausdriicke berechnet man dann (,) 

(13) ~~ E-i*, = im - — \$il ( Pkm + 9km®tl — 9im ( Pkl 

9kl^im\ + [ 9il¥ > km + 9km<Pil ^9^9k:~~ 9ik9 <«•]• 

Jetzt setzen wir rf>2 voraus und bilden noch : 

(14) E / *^=5 r/i, Eijfc, tm 

und 

(15) R'=0'*»Ri m =-L 
Es wird aus (13): 

(16) [(n—2) (P km +g^d>-\ 

+ -J- [(«—2) 

(17) R'=J- [R—(n—1) <P+±- (« 1) f ]. 

Dabei ist nach (11) und (12) gesetzt: 


(1) WxiTZEKB^CK; Invariantentheorie (1923), S. 299. 
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(is) a>=<f*<i> it = g <* (_|a_- r&fi.) 

(19) <p=g ik <Ptk ((*.!*) = 

In R( t Ri„ R' und g' it sind 1, und —enthalten. 

oak 

Ee ist nun mdglich, diese Funktionen aus den Gleichungen fiir 
R' ikt lmt R' und g' ik zu eliminieren. 

Hierzu bilden wir nach (16) die Ausdrucke: 

( 20 ) [&*&/»] + 9ktJ&il — 9im^kl —‘ 9ki&'ivi* 

Wir erhalten : 

(21 ) [9ik9lm\ =2 (9u9km-9>m9kl) 

(22) j- [0iaL] = [*„*„] 

-(9ii9k»-9 i«gkiK #—-*-?)• 

Substrahieren wir hiervon die mit (n—2) multiplizierten Gleichungen 
(13), so fallen die Ausdrucke 

[9ik ( ^lm] 

und 


weg, und wir haben : 


(23) -j-{[^*R;.]-(n-2)R( t ., M } 


= — (n—2)R,* I|1 ,} — 

-(9n9km-9im9ki){ 


Hier lasst sich 


0 



noch mit Hilfe von (17) eliminieren. 
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Es wird: 


(24) 

* 

z w =^R<i, Ztn> 

wobei 


(25) 

* 

= ( n ~ 2)Ri*, fan — [&jRjfe* + ^* m Riz — ““S'* Am] 


+ - {9il9km"^9im9kl)^ i 

71 — 1 


ist. 

Aus (24) und g' ik =Xg ik kann schliesslich noch X eliminiert werden : 

(26) R,'* Im =p /< *Ri* t i m RJjt, z» 

und dies gibt nach (25) den WEYL’schen Tensor^: 

lm == { 7l ~ < ^ )^*, fan — ^rn^kl J7*/R4] 

+— 

71—1 


(26) Die Steifenkreisfliiche der Kreisflache (a) in einem nicht 


singularen Kreise (g 1 , £ n ), wo also 
Null sind, hat die Gleichung 


¥ 

dt 


?-i l t n -f 
3 1 dt 


= 0 ; 


und 


df_ 

it 


nicht glichzeitig 


und dies ist dann, wenn der Kreis {j 1 , j 1 *} der Enveloppe angehort, auch 
die Gleichung der Streifenkreisflache an die Einfullende im Kreise 

Die Gleichung dieser Streifenkreisflache ist zwar zuniicht in der Form 
anzusetzen : 


wo 




¥ l ¥ 

dt ‘ da dt 


¥L+J!£ h. 

dt da dt 


!-o, 


(2) 1. e. (1), S. 342, Tflhoku Math J., im Brack. 
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da dt \ d(t, a) / 

ly 

jilt, doch ist wegen der Beziehung : 

_¥ isH=o 

d£ da da dt 

dg . d f_-( ¥ _l ¥ a « ). 

ai dt \ dt * da dt / 

3 “ V 

V & 3a /’ 

und Romit verlaufen dse in einera gemeinsamen Kreise der Kreisfliiche 
(a) und der Enveloppe verzeichneten Streifen flachen in gleicher Richtung, 
d.h. die Enveloppe hat dort, wo Bie die Kreiaflache (a) erreicht, einen 
Streifen mit ihr gemein.—Wenn aber der Kreis auf-der Kreisflache (a), 
durch welchen die Einhiillende hindurchgeht, ein singularer Punkt der 
Systemkreisfliiche ist, so brauchen die beiden Kreisflachen keinen 
gemeinsamen Streifen zu besizen. 

(27) In den Parametern f, r lautet die Diflferentialgleicung der 
Minimallinien : 

(1) ( d t e t yiv+ 2( efi x )dtdT + dt 1 =o. 

Durch jeden Fliichenpunkt gehen nach (I) zwei Minimallinien; 
dieselben sind stets imaginar, da die Diskriminante von (I) 

stets positiv ist. 

Durch Spaltungvon (I) in zwei Linearfaktoren erhalt man : 

(2) - ( ^^4 A dT ~ 0 ’ 

v{0,6,) 


r 

9(<, a) 


( 3 ) 
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wie in der elementaren Differentialgeometrie. 

Die aus diesen beiden Differentialgleichungen Bich ergebenden Werte 
von dt : dr sind konjugiert imaginar. 

Es sei nun ein integrierender Faktor der DifFerentialgleichung (2), 
der naturlich im allgemeinen auch eine komplexe Funktion von t und 
r sein wird. 

Multipliziert man die linke Seite von (2) mit /i, bo wird sie ein 
exaktes Differential, das mit da bezeichnet wird, so dass also 

(4) da= F iyWT)dt + S^^^dr) 


ist. 

Nennt man die Funktion, die aus // durch Vertauschen von i mit 
— i hervorgebt, die zu jjl konjugierte Funktion, und bezeichnet man diese 
mit v, bo zeigt man leicht, dass u ein integrierender Faktor von (3) ist. 

Man erh&lt so entsprechend zu (4) 

( 5 ) ■ *> 

Aus (4) und (5) erhalt man durch Integration zwei Gleichung : 

(6) <p{t, r)=a, 

(7) r)=p. 

Dies sind die Gleichungen der Minimallinien, und zwar stellt (6) 
(7) die eine, (7) die andere Schar derselben dar. 

Das Linienelement ds der Fl&che erhalt nun eine besonders einfache 
Gestalt, wenn man mit Hilfe von (6) und (7) statt der willkiirlichen 
Parameter t und r die Grossen a und ft als neue Parameter einfuhrt. 

Multiplizieren wir namlich (4) und (5) und setzen zur Abkurzung 



und 
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so erhalten wir q) 

d8 ! =A 2 dd dft. 

Hierbei sind A 1 noch die Parameter t f r wegen (6) und (7) durch 
a f ft und X zu ersetzen. 

Man sieht, dass fur a= const, und /3=const. beidemal ds= 0, also 
die Differentialeichung (2) der Minimallinien erfullt wird, man 
nennt daher a und ft die Parameter der Minimallinien wie in der ele- 
mentaren Differentialgeometrie. 

(28) Es seien durch 

(!) £•=&*(<)> [ a=I » n, m] 

Kurven auf der Flache 


(2) &) [ i=I > n, in] 

gegeben. Yon den 1st dabei angenommen, dass sie stetig und 

mindestens einmal stetig difterenzierbar sind. 

Unter diesen Annahmen erhiilt man durch Einsetzen von (1) in (2) 

*.»*.(&(«)> JUO)=&(«)* 

also in der Tat eine Kurve in Parameterdarstellung. 

Fiir die Minimallinien ergibt sich : 


(3) ( 6 t 6 t )dV + 2( )dtdT+{ 6A )dr 2 =0, 


fur den Winkel 6 der Parameterlinien in einem Punkt P(<, r) 


( 4 ) 


oo*— 


Wir setzen ( 6 t H t ) und (6A) stets positiv voraus. Quadriert man 
(4), so ergibt sich: 


COS'# 


(JA) < 1 


oder 


(1) Vergl. Encyklopiidie der Wins. Ill D 3. 
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Dabei ist (60) die Diskriminante der quadratischen Form (3), 

Es ist 

(S) 7 ^-[{( 6 l 6 l }dt+(e,e x )dTy+ {( e,e, )(<?a) -() s >^]=o 
( “A ) 

aus (3), d. b. die Gleichung (5) hat keine reellen Wurzeln, wenn (##)>0 
ist. Daher hat (5) nur Werte mit cinem Vorzeichen, und die Form ist 
definit; da sie im Sonderfall dr =0 wegen ( 6 t 6 t ) positiv ist, ist dieses 
Vorzeichen +l>die Form also positiv definit. 

Aus (00) =0 folgt iibrigens wegen (5) 

cos#— ± 1, 

also 6=0 oder n und somit gerade der Fall linearer Abh&ngigkeit der 
t und r. 

(29) Wir wollen jetzt die Figuren betrachten, aus einem Kreis 
£®[a=I, II] und einer Kugel j des II 3 —Raumes bestehen, die wir in 
normierten Koordinaten 

A A 

gegeben denken. 

Greifen wir eine Kugel 

5=/>® 8 ‘ 

aus dem Biischel j* heraus, so ist der Winkel zwischen und 5 nach 
cos n df = -5.1- 

(W)(88) 

durch 

(i) co8y=iMl!5i3! 

gegeben. 

Der Winkel tp des Kreises mit der Kugel t) ist nun der kleinste 
Winkel, den eine durch ihn hindurch gehende Kugel 5 mit t) bilden 
kann. 
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Um ihn zu fmden, haben wir also cos "<p nach (1) als Funktion der 
variablen Kugel j, also als Funktion von p t und p u zu betrachten und 
das Minimum aufzusuchen. 

Aus 

3( C0S V) =Q r r=I) JJ-j 
°Pr 

folgt eine delation der Form: 

(2) A T V„ prop. (£ r $). 

Multiplizieren wir (2) beiderseits mit A #T , so ergibt sich 

(3) p. prop. (j.i5). 

Da (1) auf der rechten Seiten in den p a vom Grade Null ist, kommt 
es auf den Proportional itatsfaktor nicht an, und durch Einsetzen von (3) 
in (1) erhalten wir fur den Winkel zwischen Kreis und Kugel: 

(4) cosV=(s^)(jc^), 

Sollen Kreis und Kugel senkrecht aufeinander stehen, so muss 

(5) C08 V=A >? (gS)) (y/t)) =0 

sein. 

Wegen [A ap i = l : Ap-0 ist diese Gleichung im Reellen nur moglich, 
wenn 

( 6 ) 

ist. 

Treiben wir Geomotrie im Komplexen, so ist auch der Fall (5) 
moglich, ohne dass (6) gilt. 

Wir wollen das sagen, der Kreis sei halbsenkrecht zur Kugel ty. 
W&hlen wir als Hilfskugel j* speziell die Scheitel 

S*=«. S"=SS 

bo folgt aus A>0:uS84=0, und es gilt 
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— A 12 — —— y A 22 — 0 

was 


tmd nach (4) ist 


cosryla Kgal . 
(«») 


Daraus erkennen wir: Ist der Kreis Italbsenkrccht zur Kugd ty, so 
liegt einer seiner Soheitel auj ihr; ist cr zu der Kuqel senkrevht , so licgen 
seine beiden Scheitel auf ihr. 

(30) Es seien it, it zwei Kreise im R,. 

1st eine normierte Kugel im R* durch it mit 

( 1 ) ^=^A«o=l, 

so muss 


( 2 ) cob>=T*V. 1 «(> 


seien, wobei <p der Winkel zwischen ij und St ist. Aus (1), (2) folgt : 


( 3 ) 


=JV +JT1pjPj+J^S_ 

A"p] + 2A K P ,p. I +T a pl ' 


Fur andere Systeme der Kreise und Kugel haben wir eine ahnliche 
Bezsiehung wie (3) in der Forme]: 


( 4 ) 


„ CB y_ T>? + 2 i>, P ,+T>! 


A’Vf + 2A'V li02 +A>I 

lessen wir bei (2), (3) und 

(5) + 2c } p,p t + o,/>J=0 

pi und p 2 weg, so haben wir: 


e, o 2 e 3 

T 11 —cos^A" T 12 —cos^A 12 T 22 —cosfA 22 

T n —cos^A 11 T 12 —oosyA” T a -cosfA 22 


=0, 
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o, Cj c, j e, c., Oj c, Cj c, 

(6) T" T' 2 T a -comp A" A' 2 A 22 -cosy T" T ,! T 22 

»JM 1 <JM 2 f££2 >J |1 IJ «|2 rp 2 ^ 1 ! jj^l 2 ^2 

C, C 2 C 3 

-fcos^cos^ A 11 A 12 A 22 =0. 

A” A 12 A 22 

Also ist iin allgemeinen die Beziehung zwischen <p und <p abhangig 
von (5). 

Wenn die vier Determinanten 


C, Cj C, 

c, 

Cj Cj 

1 «1 Cj 

Cj 

C, 

Cj C 

•pil 'JU2 p2 

A" 

A 12 A 22 

»pil »p2 

i 

■JS2 

A" 

A 12 A 22 

■JM1 ^>12 ^ 

r[M1 

Jl2 rpE 

, * A 11 A 12 

A 22 , 

A" 

A 12 A 22 


einen gemeinsamen Factor in der Form 
c,X + Cj\ +cZ 

haben, so ist (6) unabangig von (5), und wir erhalten den 

Satz : Die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dass (6) 
unabhangig von (5) ist, ist dass die Kurvenscharen involutorisch zu 

T«V? + 2T^,^+TV5=0, 

A 1 V? + 2A 1 y >,^ 2 + Arpi — 0 
und involutorisch 1 zu 

T 1 Vi + 2T v2 p x p 2 4-=0, 

A"A+2k'*p i p I +i*f4=0 

gehoren. 

( 31 ) v) sei eine Kugel, die dreimal nach u, v differenzierbar 

ist. 


(1) Vergl. K. Ooura : On the theory of representation of surfaces, Tohoku Math. Journal, 
Vol. 12 (1917), p. 267. 
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S(«> *’)+<8( m > v ) 

sei ein Kreis in Rj wo j (u, v) gleichfalls dreimal differenzierbar ist. 
Setzen wir 

djc.dj=0 

voraus, so gibt es einen eindeutig bestimmten Vektor t)(u, v ) der Kugel, 
so dass 

(1) 

ist. Hieraus folgt wegen $ uv —fa 

(2) 9„x £«=»}« x& 

und daher 

(Mv)=0, 

d. d. fur t) u > t)v gelten Gleichungen folgender Art : 

(3) =: T&u “b d 

Wird dies in (2) einsetzt, so erhalt man 

(4) d=-a. 

a, ft, y, o sind Funktionen von u, v zwischen denen ansserdem noch 
weitere Gleichungen bestehen. 

Wir setzen in (3) statt o nach (4) — a und beriicksichtigen 
so erhalten wir 

' (5) (^~ru)E«+(^+^J&=rtu«-2oj w --/95 w , 

Nun kann man (5) in den Form der Gleichung (,) 

( 6 ) + 

transformieren. 

Aus (5) folgt der (f) 

(1) Eimusthalt: Transformations of surfaces, Princeton (1928) p. 288. 

(2) Sfehe Nakajima, S : Einige BeitrStge fiber konvexe Kurven and Flichen; TOhoku 
BMl Journal, Vol. 32 (1980) p. 223. 
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Satz s Wenn j eine Kugd id, sv ist uns dadurch auf der Rugel ein 
Kurvennetz geyeben, das rechtmnldig ist . 

(32) Es seien Jt, it zwei Kreise im Rj. Ist eine normierte 

Kugel mit 

( 1 ) 

so muss sein: 

( 2 ) coB-<p=p a ptT* f , 

wobei <p der Winkel zwiscben und it ist. 

Also kann man setzen : 

( 3 ) $$= 2 »?+ m=h 

(4) cos>=< i 2R!+^5K|, 
an Stelle von (1) und (2), wobei 

3J(, =77l n ^, + 1ft\${*9} 3D^2 = ^2l/ y l "4“ 

und 

( m Ut o x + y + m^px + w */> 2 )~p a p^, 

*i( m i ij"> + ™vp j ) 2 ’+ h( + ™*p2 yssp+ofF* 

sind. 

Setzen wir nun 

WIx^cobV, 2K 2 =sin0 
in (3) ein, so folgt aus (4): 

co8<p=lx cos \*0+l t sin ? 0. 

Ist 6 variabel, d. h. sind p i9 p ± variabel und l t ^>0, k>0, dann ist 
lx cos 2 0+J 2 sin*0 

der Abstand zwischen dem Mittelpunkte und einem beliebigen Punkte 
einer Ellipse, wobei j/ l x , \/1 2 die beiden Halbmesser der Ellipse sind. 
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(33) Wir einsetzen (1) 

2T== ( e t e t )i>+2 ( )< r+ ( e x e x )?, 

dann ist T ahnlich wie kinetische Fnergie in Dynamik. 
Man fiihrt durch die Substitution : 


nnd 


t-t(t l9 r,), r(<„ r,) 


i!t : , at • 


of, 

OT 


at x 


()To 


• OT * 

t 1 + ^ T _r 1 
or. 


ein neues Koordinatensystem t iy r, ein, dann die Gleichung T im System© 
t,, r, ist: 




oder nach f, 2 i *i r i> r, 2 geordnet: 

2T =l (#A >(l-)’ +2(( ' A) -|- ii 


(A) 


+2 ! w '>ir ^- +(#A K-sr — + * * 


dr, or 


r 


oV dr 




dt, dr, 


Wenn die Schar der f,r,— Parameter Parameter Kreisen, welche auf 
der zweiten Schar gleiche T abschneidet, soil kurz als die Schar der 

(1) VergL Nakajima, S: Differentialgeometrie der Kreis^charen (Vlt) ; TChoku Matli. 
Journal, Vol. 32, p. 210. 
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„ Tetter-Kreisen “ oder „ Tetter “ mid jene, auf der gJeiche T abgeschnitten 
werden, als „ getettte Kreisen “ oder „ Geteilte “ bezeichnet werden. Sind 
die Kreisen <,=c(c=BConst.) die Toiler der Kreisen r,=c, dann muss 


(i) 


W'>(-t-)' + 2 <W-£ 



sein. 

Soil die beiden Scharen des Koordinatensystems sind gegenseitig 
teilen, dann muss auch 


( 2 ) 





sein. 

Zur Bestimmung des Koordinatensystemes hat man dann zwei 
Differentialgleichungen (1), (2). 

Ohne die Allgemeinheit der Aufgabe zu storen, kann man 

(*A) = 1, (*A)=0 

setzen, oder das System der Kreisen 

(6 t 6 t )=0y (0 t e x )=o 


beniitzen. 

Nachst werden wir den zweite Art der Ableitung der Diflerentiolglei- 
chung zu. 

Es sollen jetzt die Parameter t x =y>(t f r), T x =^(t, r) eines Teilemetzes 
als Funktionen von t und r bestimmt werden, wobei t x die T der geteil- 
ten Kreisen <p=o ist. 

Man gibt sich das Koordinatensystem <p(t } r)=c„ ip{ij r)=C 2 und 
verlangt, dass die Gleichung der T ist: 

(2') 2T=^+2( e t e x ) x yj> +( e x e x )'<p. 

Geht man auf das Koordinatensystem <=c„ r=Cj zuriick, dann ergibt 
sich: 



4 


d<p 

!h 


r)*+2(*A).(-^-4 


*r 
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+>{■%- -tM- -l-V’ 

Dieser Ausdruck muss identisch sein mit 
Wi)*+2{0fi x )i m T+(e % e x )? 9 
Es miissen also folgende drei Gleichungen bestehen : 

(t)' +2<#a >' J m- J «- + < e M A lrh (6A >’ 

= (6A), 



Man hat zur Bestimmung der zwei Unbekannten uud drei 

Gleichungen. 

Also muss die Determinante der Koeffizienten verschwinden. 


* s 
\ dt 


2 -V— 

dt 

dp 

dt 


( ty 

\ dt 


d<p 

^—(6A) 

d(f> 

dp dip 

8<p_ 

dp 

dp 

dt 

dr K J 

8t 

~dr + ~df 

dip 

~df 

dr 


l-(Mx) 

2 * 

8t 

8<p 

St 


( H 

\ 8t 

)’ 


Ausgerechhet ergibt die Determinante folgendes Frodukt: 
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{ 9 ,4 W - 9 ^ t )\{e t e t )4\ - 2 («A^+(«A)rt 

-{<Pi4\-9iitY)=° 

Dieses Produkt ist Null, wenn einer der beiden Faktoreu aus dem 
es besteht, Null ist. 

Yerschwindet der Faktor 

so bedeutet das, dass eine der beideu Funktionen <p und ip nur wieder 
eine Funktionen der andem ist, also bleibt die DifFerentialgleichung 

( e t e t )p % -2( ofl % )9t<P% + ( Wx)fx =(9t ( f’x-9 x<!><Y 

als gesuchte Bedingung. 

Wir unterscheiden jetzt zwei Fragestellungen : 

(I) Es sollen die Kreisen <f>=c D also die Geteilten, gegeben sein 
und gesucht werden die Kreisen if=c i9 welche die Teiler sind. 

Die Differenzialgleichung wird dann : 

- -%<!>,= 

01 ot 

Das ist fiir <p eine partielle Differenzialgleichung. 

Man behandelt sie nach der allgemeinen Methode, namlich durch 
Losung des Systems : 

dt ___ dr _ d<p 

~ V," ~ /IlFRmiMW# 

und sucht zwei intermediare Integrale f=c, und <p=c :9 wobei if die T 
von ip=c 1 ist, wie das aus der Auflosung folgt. 

Das allgemeine Integral ist dann 

P.=F(^). 

Es liegt in der Natur der Aufgabe, dass man auf eine partielle Dif- 
erenzialgleichung kommen musste. 

Denn kann man sich bei gegebenen eine beliebige Kreise als Anfangs- 
kreise fur die Teiler geben und kommt dann zur Teilerschar, indem man 
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von den Punkten dieser Anfangskreise aus auf den Kreisen ^=c gleiche 
T abtragt. 

Alle Teilerscharen der Kreisen ^=c sind dann in der Formel ent- 
halten : 

0==<p + F(</>)=c, 

wo F das Zeichen fiir eine noch beliebig zu wahlende Funktion ist. 

ist dann die oben erwahnte willkiirlich zu wahlende Anfangskreise. 
Bestimmt man F{<p), dann erh&lt man die Kreise derselben Schar, indem 
man c variiert. 

Dass diese Kreise dann die Teiler der Kreise ip=c sind, kann man 
leicht auch folgendermassen einsehen ; man schreibt die Formel zunacht 
^=F(^)+c. 

c=0 dann bekommt man, indem man auf (p=c immer T in <p=Y(<p) 
auftragr, einen bestimmten Anfangskreis. 

Wahlt man nun c=d, dann wird auf demselben Kreise (f>=c dasselbe 
F(^) abgetragen, immer aber vermehrt um dasselbe d, es ist also der 
zweite Kreis immer um dasselbe T( —d) von dem ersten entfemt. 

(II) Sind die Kreise <p =c gegeben und die zu diesen gehorigen 
geteilten Kreise gesucht, dann ergibt sich folgende DifFernzenzialgieichung: 

(m-tf)tt -2(( Bfi % )- )Ux + ((Mt )~ft )4\ -0. 

Man dividiert mit ^ und setzt 

dr __ <p t 
di * 

Es ergibt sich dann 

((*A)-rf)+2(( J+((M,)-ri )(^-)=°, 

Es gibt elne Diiierenzialgleichung zweiten Grades, also erhalten wir den 
Satz s Von einem Punlde A der einen Teilerkreise kann man ja dock 
immer; mpwei RicJdungen fortschreiten, mdasa T (=AI?) gleioh dem I[=sAC) 
id. 
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Nimmt man fltatt tp eine beliebige Funktion F(^), ho bleibt dan 
System der Teilorkieisen erhalten, die Kreisen sind nur in anderer An- 
ordung. 

Alle Scharon der Geteilten, zu denen <p =c die Teiler sind, geniigen 
also der DifFerenzialgleichung: 

(( ft.ft, )-(¥(<p)<p i y) + 2U ft, A) — F ,J ( <p )<p,<p* )£ 

+((W-(* v (m) 1 )(-jjjP T=°. 

wobei 

V' (lf )=<*(<?). 

(lip 

Piese'V^liebige Funktion F( if) entspriclit der Tatsache, (lass man T 
zwisohen den Teilern beliebig wahlen darf. 

Es sollen jetzt alle Kreissysteme gesuclit werden, zu denen die Kreise 
u = c Teiler Rind. 

Sie Hind durch die Pifterenzialgleichung gegeben : 

( ft,ft,)+2 ( ft A) *- + (M,)( * )*=F( i). 

Fs ist daun 

2 T= 1 /F(<)^ > 

die Gleiclmng dei T, also ist T nur eine Funktion von t. 

Lost man die Gleichug nacli auf, dann erhalt man : 

dt 

F (if (ft,ft,)(ftA)-(»AV 

<tt (MO Y (Mt) (W 

Wenn dor Fall, bei dom die boiden KreisenR^steme ^'=e in eines 
zuRammenfallen, dann gibt oh nur ein Kriessystein wenn die 

Quadratwurzel verschwindet, also 

mKw-cw „ Fm 
(MO ; 
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ist. Wenn aber 

(W 

nur von t abhangt, dann folgt daraus dass die Differenzialgloichung dor 
geteilten Kreisen ist : 

dr _ (6A) 

dt )' 

Durch diese Diflferenzialgleichung sind aber die zu den Kreise f=c 
orthogonal Trajektorien definiert. 

Nun wollen wir untersuchen den Fa]l (2) 

( eft, )p x - 2 ( oft x )M % + ( e % e x )#=( "ft,) (Mt) - ( Y- 

Auf den Kurven <p=c schneiden dann die durch die DifFerenzial- 
gleichung 

( eft, )p % - 2 ( efl % )M % +( e % e % )#=( <p 4\ - f 

bestimmten Kurven <p=c gleiche T ab. 

Aus beiden Gleichungen folgt: 

(3) <pA-vJ,=±VWW &FW 

Also ergibt sich hierbei den 

Satz: Sind const. drier Schar ron Krdse mit ihren Trilem <p = 
const . vermiUeln, dann wird dne Fl&cheninhatt 

J j (VtA-Vt^t)dtdr 

hi die Ebene: x=y>(t, r), t) durch 

ii\± 

dargesteflt. 

Wenn (^),s0 in (2') ist, dann sind Lagrange 9 schc Gleichungen 
wie foigendes 

(2) Vergl. Encyklopildie der Math. Wissenschaften IU; Leipzig (1902-1227) 8. 143. 
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( 4 ) 


( (i , (w) - }j * gw ik-ijA= 

I dt KVi 2\ dp W 


3U ? 

Zip 




z^ 


wobei U die gosuchte unbekannte Funkion ist. 

^'=0 ist oiner Potentialfunktion in Dynamik ahnlich. 
Wenu ^=0 ist, dann aus (4) folgen : 


(*) 


0[T 

? = * . 

Zip 

0 — W *- - 


cV' 


Aus (5) haben wir : 


also 



<=f- -J* 

J 1 /2JF(f>/f 

wo F eiue beliebige Funktiou von if ist. 
AVeuu p=eeQ oder <7^=0 ist, dann foigt 

so aus ( 2 ') haben wir: 

(«) T=^ + 2 (^ x ),^* 

Aus (G) kanu man wissen class longs 


$ 0 =const. 


wo T eine Konstant ist. 

In ( 2 '), wenn 

(W.® 0 , 

dann folgt 
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U + h=k f 

wobei TT einer Kraftfunktion ahnlicli ist, und h, k zwei Konstanten 
bedeuten ; 

Wean zwei T: 

2T, = ( 8 A ) x t +2( ) x tr + ( 6A ) t ? 9 

2% = (8 A )JP + 2(8 A )ir + ( 8A)? 

dieselbe Determinante besitzen, die dann, woil die boiden Formeu definit 
sind, einen posifciven Wert hat. Also 

( 8A),(BA )c( 6 A )?= ( BA ),(* A )* - (W,)!« j>0, 

wobei auf zwei krummen Flacheu gelegener (iebiete lasst sich, wooii 
a=const. und v=const. zwei einauder auf beiden Flachenstucken ent- 
sprechende Kurvenscharen sind. (1> 

Dann gibt es in jedem Punkte zwei sich zu zwei Kurvennetzen 

zusanunenschliessende Richtungen in denen T,=T 2 ist. 

Diese Richtungen ergeben sich aus den Wurzcln der in ^ r <piad- 

dt 

ratischen Gleichung 

U-2T 1 -2T,«t 

+ FA)i-(¥,)^=0, 

Sind U stets reell, die Detenninante D von U ist namlich negativ, wie 
sich in folgender Woise orgibt: 

»=[(*A) - ( «fi ,) J[f »A ),-( »A),] - [(* A). - (»A hi 
=[«A),(tfA).-(OA).]+C(<'A),(#A).-(«A)a 

- [(*A),(«A),- (#A),(«A). - 2(#A),(*A )J 

Die beiden ere ten Suinmaden sind gleich der Determinante /\, fiihrt 
man in dem 3. Glied die aus der Determinante A berechneteu Ausdriicke 

(1) Vergl. N AKA JIM A, S: Differentialgeometrie der Kreisacharen (VII); Tflhoku Math. 
Joum. VoL 32 (1980) p. 211. 
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ein : 


f^A).= A + (W % ),= _A±(WL 

' («A), 


ho ergibt sich 


D-2A- A- (^A)*-—A 

(#A)i (<W.- W), 

~ t/j¥( h ' h 'X + 2 (W.(W» 

( vflt Jl 

Dieser lctztere A usd nick ist, da A jiositiv isfc und die bidden Quad¬ 
rate liicht gleiehzeitig versohwinden, sicher negativ ; also ist 

1 )^ 0 . 


(34) Nun werdeu r' und (d t 6 t y der Gleichung 0} 

(1 ) ( 0 A )df + 2 ( 0 A )dMr + ( 0 A )</r = ( 0 , 0 ,) '( dt *+**) 

gemass bestimmt. 

Die Klammergrbsse auf der rechfceu Seifce kann uiau in die beiden 
konjugiert-komplexen Faktoren dt'±uh' zerlegen. 

Fuhrt man eine Holche Zerlegung auch auf der linken Seite aus, so 
ninimt die Gleichung ( 1 ) die Form an 

* ( 0 , 0 ,)'( dt' + idr ')(dtf —idv') 
wobei T=r i/( 0 A )(&A j —(^A ) 2 ist. 

Kr sei / ein integrierender Faktor dea ersten der lieiden Diflerentialaus 
driicke links, also 

(1) NakaJima, S; Differentialgeomttrie der Keisachuren ^1V), TGhoku Math. Journ. 
Vol. 82 (1930) p. 210. 
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)(/W7e\)at+ iM^±£dr)=d(P+ u), 


wo P iind Q, Funktionen von t und r bedeuten. 

Die Bestiramnng von / aus der partiellen DifFemtialgleichung 

>- ) 

erfordert oie Losung der gewohnlichen Differentialgleichuug 

(3) o. 

v(e t e t ) 

Hat man deren Integral auf irgend einem Woge gefunden und in 
die Form 


P 4* = c 

gesetzt, so muss fiir 

X=fi+iv 

bei passender Wahl von fx und v die Beziehimg 

(H + it. )(vW7)<« + i^±E,dT )= dp + idQ 

stattfinden. 

Mit ihr gleichzeitig gilt 

( //- vi )(V(W)A + ( cfr)dP- MQ. 

Durch Multiplikation beider Gleichungen ergibt sich eine Funnel, die 
mit (2) identisch wird, wenn man 

t?=p, /= q , 


setzt. 

Die Auffindung zweier Scharen von Linien, fiir die 


(8,e t y={e x e x y, (6 t e,y =o 

wird, hangt also ab von per Integration der Qleichung (3) oder, was auf 
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dasselbe hinaus kommt, (ler DifFerentialgleichung ersfcer Ordnung und 
zweiten Grades 


(4) ( e t e t )dp +2( e t e x )dtdr +( e x e x )dr t =o. 

Allerdings sind p und v Funktionen von t und r, wahrend {Qfi,)' 
als Funktion von t' und r' erklart ist. 

Wenn aber einmal die Integration von (3) oder (4) geleistet und 
damit der funktionale Zusammenhang zwischen t, r mid t', r' ermittelt 

ist, so kann — * in eine Funktion von i' und r' uragesetzt werden. 
// + 1* 

Angenommen besteht die Gleichung 

(5) (^) / (d< , * + dr^) = (^)i(d<f+dr?). 


Die Grossen t x , r, sind Funktionen der Urspriinglichen Koonlinaten 
/ und r, also auch Funktionen von t' und r'. 


Setzt man 


dt 


dt^^-dt'+ £ dr', 


% 


dt 


dt' dr' 


so folgt aus (5) : 



(W 

(Wth 


_3r 1 _ =0 

dt' dr' dt? dr' 


Die letzte Gleichung ist das Ergebnis der Elimination von a aus 

3r, __ dt x dr, _ _ 1 dt\ 
dt' dt' 9 dr' a dr' 


Werdon diese Wcrto in die vorhergehende Relation eingesetzt, so 
ergibt sicli fur e—±1 


dt { dt { dr, dr, 

dr' dt ' dt' dr' 
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BEITRAGE ZUR GEOMETRIE PER KREISE UND NUGELN (I) 


Hreraus folgt woiter 

a(« t + ir,) d(rx -iti) _ g_ WJi±± T ±)_ 

W dt' i dt' ’ 

d.h. die Gross© 

t x + ir x =w 

geniigt als Funktion A von t' und r' der linoaren partiollen Differential- 

gleichung erster Ordnung 

dw . dw 
dt ' ~%r' ’ 

Ihre allgemeine Losung int 

w=(p(t'— sir') 

fur ip alfl willkiirliche Funktion. 

Hiemach miissen sich t x und r, aus 

(6) t x + ir x =ip(t'±iT') 

durch Trennung des Reellen und Tinaginaren ergeben. 

Versteht man unter die zu ip(t'±h') konjugierte Funktion, 

d.h. diejenige, die aus ihr hervorgeht wenn liberal!, auch in den etwa 
vorkommenden komplexen Konstanten, i mit — i vertauscht wird, so kann 
man auch die Gleichung 

(7) t x -iT l —^(tf=fiT / ) 

hinzunehmen und t X) r x aus (6) und (7) bestimmen. 

Dass umgekehrt, wenn in den Gleichungen 

t x -f h x =ip{ t'+ tV), t { — tr, =^= (f — ir') 

oder 

unter <p eine beliebige Funktion verstanden wird, die Kurven <,=const., 
r,~= const ein isometrisches Netz bilden, ergibt sich unmittelbar. 

- Derm man erh&it 



SuU MAT8UMUKA 


137 


<H*+dz\=<p'{t' ±ir')<p'(t!+ir'){dt' i +dr ' 2 ) 

oder, bei Hinzunahme von (1), die Minimallnien sind cn 

JML (de i+ dT*)=o. 

<P<P 

(35) Man kann den folgenden Satz beweisen : jc und £* seien zwei 
konvexe Kreisflachen im R,, deren Punkte eineindeutig durch parallele 
und gleichgericlitete Flachennormalen einander zugeordnet sind. 

Fur jede Wahl von gemeinsamen Fliichenparametern t , r sein die 
ersten Fundamentalgrossen in zugeordneten Punkten einander gleich d.h. 

= (0 t 6 x ) = (6 i 6 x )\ (0A) = (W*. 

Dann sind die beiden Fliichen bis auf eine Translation miteinander 
identisch. (2) 

(36) Wir denkon uns die Kreise des euklidischen R_, in bekannter 
Weise auf die Punkte des euklidischen R. abgebildet, indem wir del 
Kreis mit der Gloichung 

(x— a) 2 + (r— by^=r ! 


den Punkt mit den Koordinaten a, 6, ±ir zuordnen. 

Den beiden Werten von ir tragen wir dadurch Rechnung, dass wir 
die Kreis durch Angabe eines Drehungssinnes auf ihrer Umgebung 
orientieren. 

Einer Kreis mit positivem Drehungssinn soil das positive, einer 
Kreis mit negativem Drehungssinne das negative Zeichen zugeordnet 
werden. 

Wir sagen kurz, die Punkte des R, sind isotrop auf die orientierten 
Kreise des Rj projiziert. 

Sollen sich zwei Kreise mit den Koordinaten (a„ r,), (a^ r 2 ) 

gleichsinnig beriihren, so muss 

(l) (a 1 -a,)*+(&,-6. i ) ! =(r,-r i ) 8 

(]) Vgl. *. B. Bianchi- L: Lerioni di Gcometna intinitesimale, Pisa (1894) p. 69. 

(2) Vergl. Nakajima, 6: l)ber die ersten Fundamentalgrossen bei Eifliichen; Japanese 
Journal of Mathematics, 4 (1927) p. 101 und Japanese Journal of Mathematics, 6 
(1929) p. 28. 
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sein, d.h. die beidea Bildpunkte im R, miissen die Entfemung Null 
haben. 

Den Punkten einer Kurve des R ; , entsprechen oo 1 Kreise des R^ 
deren Mittelpunkte auf einer Kurve liegen (Kreisreihe); sie werden im 
allgemeinen von einer Hiillkurve umhiillt. 

Einer isotropen Geraden des R ; entsprechen nach Gleichung (1) oo 1 
Kreise, die sich in einem Punkfce beriihren. (1) 

Einer isotrpen Kurve des R 3 entsprechen oo 1 Kreise, bei denen jede 
die benachbarte beriihrt, d.h. die Schmiegkreise einer Ebenekurve. 

Im Besonderen kann men im letzten Falle setzen 

1 ' a=(p{8) 

6=fyc>(s) + g 

r= ±iVl + &ty(*) + 9 > i=-|/^T 

wobei a, b der Mittelpunkt des Kreisesim R, und r sein Radius sind. (2) 3 * 

(37) Es sei p(<p) der Abstand des Ursprungs O von Stutzgeraden 
der Eilinie E mit den Tangentenwinkel <p, p ihr Kriimmungsradius, L 
ihr Umfang und I der Flacheninhalt, der von ihr berandet wird. (S) 

Dann behaupte ich: 

Es ist sowohl 


(i) 

als auch 


1 p p(<p) 
2 nJo 




( 2 ) 


1_ 

2tt 



d. h. die Mittelwerte von ■£- und des reziproken Wertes sind gleich- 

P P 

zeitig nicht kleiner und sogar i. A. grosser als Eins, wie nachher folgt. 


(1) Vergl. Klein, F: Vorlesungen ttber hahere Geometrie. 3. Aufl., 8. 248, [Springer, 
Berlin, 1926. 

(2) Vergl. Matbumura, S: On Some differential equations, Journal of the society of 
tropical agriculture, ’VoL 4 (1932) p. 83. 

(3) Vergl* Jorean, C. et Fiedler, R: Contribution a f^tude des Courbes Convexes 

fenudes et de certain es Courbes qui s’y rattachent, Paris 1912, S. 7. 
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Nach der Iaoperimentrischen Ungleichung und nach derjenigen von 
Schwarz ist namlich 


4?ri<:r/= ( pd<pj =(J %#): 


( C^p/jdtp. 21 r^d<p. 

j Jo Jo p Jo p 

n9^.r^(^==2ip^c^. 

V Jo Jo p Jo p 


Man erkennt auch, class die Gleichheitszcichen in (1) odere (2) nur fiir 
Krci8c gultirj sind , da nur fiir diese in der isoperimetrischen Ungleichung 
das Gloichheitszeichen giiltig ist. 

2 . Die Ungleichungen (1) und (2) lassen sich folgendermassen 
verallgemeinern. 

Es sei ausser E eine zweite Eilinie Eo gegeben, die wir als Eich- 
kurve einer relativen Kurventheorie benufczen (Vergl. AV. Suss, Zur 
relativen DifFerentialgeometric I, Jap. Journ. of Math. IV, 1927). 

Ist r namlich der Kelativ-Abstand der Stiitzgeraden an E von O, P 
der Relativ-Knimmungsradius, der R-Bogon von Eg, so folgt analog zu 

Nr. I: Eh ist |£=$d<r=21(E„)] 

O') 

und hierin gilt ein Gleichheitszeiclien clann und nur dann, wenn E und 
Ej einauder homothetisch sind. 

An Stelle der isoperimetrischen Ungleichung in Nr. I ist nur die- 
jenige fiir den gemischten Flacheninhalt von E und zu setzen, die 
auf Brunn und Minkowski zuriickgeht. 

3. Zieht man die MiNKOWSKi’sche Ungleichdng fiir das Integral M 
der mittleren Kriimmung heran, nennt man O die Oberflache, S die 
Summe der Hauptkriimmungsradien, dw das Flachenelement dee sph&ris- 
ehen Bildes, so erhalt man analog zu Nr. I: 
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=( dw=0, I^ 

=(f l dw ) p T dw ’\i I ? lw=z0 ]ij> 


-f-dw; 


es wild also 

( 3 ) 




und nierin ist jedes Gleichheitszeichen fur Kugeln charakteriBtisch. Auch 
dies© Ungleichungen lassen sich analog zu Nr. 2 relativgeometrisch 
erweitem, sie sind mit den Gleichheitszeichen aber nur dann fur 
Homothetie yon E und E* charakteristisch, wenn wir Ecken bei E nnd 
Ee ausschliessen. 

4. Die affine Differentialgeometrie lasst sich als relative bezuglich 
des Affinkrummungsbildes anfassen. 

Nun gilt bekanntlich die isoperimetrische Ungleschung 


fur den Affinumfang U von E; das Gleichheitszeichen gilt nur fur 
Ellipsen. 

Nach Brunn-Mtnkowski ist andererseits 




sodass schliesslich aus beiden Ungleichungen folgt: 

( 4 ) 


wobei das Gleichheitszeichen wie in den vorstehenden Ungleichuugen fur 
Ellipewi' aharakteristisch ist. 


IfifMI kaon (4) to aaasprechen : 

%: ifflter alien mm Einheitskreis fl&chengleichen Eibereichen liefem 
da* jSfaxiimm it dee Fl&chenmhalts fur ihr Affmkritm- 




nur 
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(38) Im folgenden soli der Satz (1) I von Walsh mit Hilfe (2) der 
pentaspharischen Koordinaten bewiesen werden. 

Mit gleichen Zeichen wie bei Walsh kSnnen wir beweisen: 


(*.—«!>( «.-*<) 

l) 

_ { [(gCiH-zl-rCgc^c.-glXfCajoQCi-z]—[(gc 4 )c 4 -8]> 
{[(*c,)c,-*]-[(*c 1 )c 1 -*]}{[(«5 4 )c 4 -2]-[(«! 1 )c 1 -a]> 


= _{(*C,)c,- (zo 2 )e t } {(3 0,)c,-(se 4 )c 4 } _ 

{(2c.)c i -(sc,)c}{(a3 4 )c 4 -(zc 1 )c 1 } (o 2 -o 3 )(a 4 -a 1 ) 

((zc 1 )c 1 -(zc s )c,, (oj—a,))=(*c 2 )(c / a 4 ), 

((«5,)c t — (sc 4 )c„ (a 4 -a,)) = (zc 4 )(c 4 a 4 ), 

((zc,)c 4 -(sc,)c, (a,-a j! )) = (8C 2 )(c J a 4 ), 

((»> 4 )c 4 -(«>,)Ci, (a t -a,))=(zo i )(c t a l ), 


weil 

( a A )=0 fur i-M 

fiir y=i sind w. z. b. w. 

Mit gleichen Mcthoden kann man der Satz von Ogura (3) und Badorff 
beweisen. (4) 

Nachst, betrachten wir 

(1) <p(x, y, z)= const., 

dann bedeutet (1) zwei Systeme von Fl&chen, wobei 
*=s‘, y=i n > *=s m 

(1) Walsh, J. L: A theorem on cross-ratios in the geometry of inversion, Annals of 
Mathematics (1923) Vol. 23, p. 45. 

(2) t)ber konforme Geometrie II, Abhandlungen aus dem Math. Seminar der Hamburgis- 
chen Univereitat, IV f 1925) S. 122, besonder (15), 

(3) Vergl. Nakajima, S.: Einige Prableme der Geometrie, TfikyO Buturigakkd-Zassi 
Vol. 486 (1932) p. 219. 

(4) Badorff, M.: BeitrSge zur Geometrie des Kreises und der Kugel, Beilage zum Pro- 
gramm deb Grossherzoglichen. Gymnasiums in Baden (1876*77) 
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Aus (1) folgt 

( 2 ) d <p=<p x dx + <pydy + (p % dz =0. 

1st die PFAFF’sche Gleichung 

(3) Xdr-h Y%+Zds=r0, 

in der X, Y, Z Funktionen von x, y> z bedeuten, lasst filch dann und 
nur dann auf die Form bringen 

(4) d<f>= 0, 
wenn die Idensitat: 

(5) X(Y,~Z y ) + Y(Z,-X,)+Z(X y -Y jP )^:0. 

(5) ist die Bedingung daflir dass (3) zwei Bysteme von Flachen 
darstellen. 



THE ACTIVATION OF AIR BY THE ELECTRODELESS 
RING DISCHARGE 


(With 3 Plates and 10 Text-Figures) 

B. Abakatsu and K. Kimura 

(Accepted for publication, Nov. 10, 1932) 

On studying experimentally the activation of nitrogen and oxygen 
we observed a series of interesting phenomena by employing, as pre¬ 
viously, a) a method of electrodeless ring discharge to a bulb of large 
diameter containing a quantity of residual air of relatively low pressure. 
Three distinctly different views of after-glow were observed, namely, a 
green after-glow, in the range of pressure between 1 and 0.07 mm.; a sky 
blue after-glow, between 0 07 and 0.05 mm.: and, lastly, an orange after¬ 
glow, at a pressure lower than 0.05 mm. of mercury (Fig. 1). Of the 
experimental results, those which are mainly described in the present 


Fig. l 

H 



(1) B. Abakatsu, Y. Ota and K. Kimura, Mem. of tbe Fac. of Sd. A Agr. Taihoku 
Imp. Univ., 5: No. 1, (1932). 

B. Abakatsu and K. Kimura, Mem. of the Fac. of Sci. & Agr. Taihoku Imp. Univ., 
5: No. 2, (1932). 

[Mem. of the Fac. of Sci. & Agr. Taihoku Iipp. Univ., Formosa, Japan, Vol. V. No. 
4, November, 1982.] 
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communication concern the production of NO and its beautiful long- 
continued after-glow. 

At first the same apparatus and procedure which had been constructed 
and employed for the study of the phenomena of the electrodeless ring 
discharge through hydrogen (,) was used for this purpose. No specially 
interesting thing, however, was observed except that the aspect of the 
glowing column quite resembled the case of hydrogen, being strongly 
affected by the presence of the small quantity of hydrogen (probably as 
water vapour) in the discharge tube, provided that the air was introduced 
from one end of the tube without passing any eliminating devise. Since 
it was noticed afterwards that, by means of this method, the excitation 
of gases in such a narrow tube was too strong for the observation of some 
delicate molecular interactions there, the discharge tube was replaced by 
another one of larger dimensions. 

After a series of experiments, a large bulb of about 25cms in 
diameter was finally selected to be used. It was wound, as usual, with 

Fig. 2 

#* 



a thick aluminium wire in three to seven turns, through which the con¬ 
densed discharge was made by a spark gap corresponding to a potential 
difference of aboqt 100 K. V. (Fig. 2). 


(X) B. Arakatbu, Y. Ota and K. Kimura, Mem. of the Fac. of Sd. & Agr. Taihoku 
Imp. Univ., 5: No. 1, (1032). 

B. Arakatbu sod K. Kimura, Mem. of the Fac. of ScL A Agr. Taihoku Imp. Univ. 
5: No. 2, 1932. 
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L The Green Afterglow 


As long as the pressure of gas is higher than 2 mms. of Mercury, no 
glow is induced in the bulb by the condensed discharge through the 
“ primary” coil, but it then begins abruptly to glow dull red along the 
inner wall of the bulb at the instance of the spark discharge. Mean¬ 
while, as the “ vacuum ” proceeds (at about 1 mm. of mercury), the 
glowing ring becomes broader and changes its colour to bluish-white along 
the outer rim and golden-green in the centre of the “ring” (Fig. 3) 
(PI. I). It is then followed by a strong (somewhat milky) green after¬ 
glow. 


The spectrum of this after-glow 
is a continuous one developed from 
yellow to the limit of visible violet. 
It remains visible about 30 seconds 


Fig. 3 

Primary Coil. 




“Golden qrtt%. 
~ BitUsk 



02 04 06 00 10 


or more after each of the 
ring discharges. The dura¬ 
tion of this glow varies 
for different pressures of 
the gas as is shown in 
Fig. 4. 

The visual intensity 
1 of the after-glow varies 


with the lapse of time in a manner as 
illustrated in Fig. 5. It follows closely the 
primary glow and remains at first with a 
relatively uniform brightness and then be¬ 
comes extinct fairly rapidly. The intensity of 
the after-glow is independent of the number 
and the rate of the discharge, but it seems 


Fig. 5 (a) 
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dependent only on the conditions of each of 
the single discharges. The glowing substance 
must thus be excited by a single discharge: 
it does not have to be accumulated }by frequent 
discharges. 

There are numberless descriptions of 
the afterglow of this colour in the ordinary 
active nitrogen discharge tube (1) though it has 
not yet been satisfactorily investigated. It was considered by many writers 
that this after-glow is originated from O s or O a and NO. As far as the 
present writer’s experiments are concerned, this after-glow seems to be caused 
by the formation of O a from 0 2 and O, which is produced by the primary 
discharge. It does not seem to be related to NO, since on one hand the 
same phenomena can be strongly observed in a bulb which is carefully 
filled with dry oxygen obtained by electolysis and on the other the after¬ 
glow due to NO, which is produced by the discharge, is, as is described 
in a later section, of quite a different tpye. Though the catalytic effects 
of foreign gases, which may be present as impurities, are naturally con¬ 
ceivable, the main things seem, thus, to be due to oxygen itself. 

It is interesting to note here that the after-glow propagates into the 
connecting tube (of about 5 cms. in diameter and 200 cms. in length) with 
a finite velocity. 

The velocity of the diffusion of this after-glow varies for the different 
amounts of pressure of the glowing gas. It takes about two seconds to 
reach the end of the connecting tube propagating 2 metres through gas 
of a pressure of about 0.2mms. of mercury. If the discharges are made 

(X) Among them, the following is the literature on air after-glow. 

E. P. Lewis, Ann. d. Phys. 4 : 2, 469 (1900). 

B. J. Strutt, Proc. Phys. Soc, 23 : 66 (1911). 

G. Hebzbebey, Zeits. f. Phys., 4$: 878 (1927). 

J. Kaplan, Proc. Nat. Acad. Scienoes, 14 : 268 (1918). Phys. Eev. 36: 600 (1930) 
Among others, Bayleigh’s works are here noted. 

B. J. Strutt, Proc. Boy. Soc. Lond. 86 : 219 (1911) 86. pp. 66: 106, 262, 629} 
(1912) 87: pp. 179, 802, 381; 88: pp. 110, 639. (1913j. 

B- J. Strutt and A. Fowler, Proc. Boy. Soc. 85: 377 (1911); 86: 106 (1912). 

Lord Bayleigh, 102 : 463 (1928). 


Fig. 5 (b) 
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about one or two per second the heads of the after-glow advance in a 
series in the connecting tube. This phenomenon is probably due to the 
diffusion of the oxygen atom, which is produced in the coiled part of the 
bulb, into the connecting tube combining into O a with the 0 2 which lies 
there, but not to the direct diffusion of the glowing substance, since it is 
the head which glows most intensely. If so, it may be a direct method 
of observing the diffusion, as well as the mean life, of the oxygen atom 
under low pressure. 


IL The Sky-Blue After-glow 


This green continuous after-glow can be observed down to a pressure 
of 0.07 mm. of Hg. but no farther. If we continue, however, to lower 
the pressure and to make the discharge at a proper rate, there appears 
then another very beautiful (somewhat milky) sky-blue after-glow of a 
relatively short life (of about 10 sec.). This blue after-glow can be 
observed for a narrow limited range of the pressure of the glowing gas, 
namely between 0.07 and 0.05 mm. of Hg. 

The characteristic feature of this after-glow is that its maximum 
intensity comes about 0.7 second after each of the “ primary ” glows of 
the discharge (Fig. 6). This is not due to the effect of fatigue on our 
visual sensation. We close our eyes waiting to hear the sound of the 
discharge when it occurs and then open our eyes to observe the after¬ 
glow. The visual intensity of this glow may be diagramatically shown 
as in Fig. 6. The blue after-glow can hardly be observed even when 
the t€ vacuum 99 first reaches the region 
above mentioned, unless the intermittent 
discharges are simultaneously continued 
from the stage of the green after-glow. 

This seems not only due to the limited 
range of pressures at which it appears 
but also probably to the fact that the 

glowing substance is produced by each of the excitations (at the instance 
of the “ primary ” discharge or thereafter) and may integrate itself to the 


Fig. 6. 



vs sec. 
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proper amount at which it can be detected glowing later. 

Since this after-glow is of very short life, it is fairly difficult to 
study it in detail, but it can surely be said that the appearance of this 
blue after-glow is closely related to the appearance of the following 
yellow after-glow, or the latter can only be strongly observed when the 
condition is favourable to the former. (1) 


III. The Yellow After-glow 


The blue after-glow no longer appears at a pressure lower than 
0.05 mm. while another beautiful one of mild orange colour, whose life 
is longer than 2 minutes, begins to appear from this pressure and is 
perceptible even at a pressure lower than 0.01 mm. having the optimum 
pressure at 0.02 mm. of mercury. 

As is already stated this orange after-glow takes place intensely only 
when the intermittent primary discharges are continually made throughout 
the last stage of the green after-glow, (which is, independent of its 
history, strongly observed by a single discharge under the proper con¬ 
ditions). 

Unlike the green after-glow, the orange one, up to a limiting in¬ 
tensity, becomes integratingly stronger with the number of the inter¬ 
mittent (1 per 2 seconds) primary discharges. 

One can scarcely observe the diffusion of this glow into the con¬ 
necting tube, with a finite (visually measurable) speed but it glows (even 


Fig. 7 



in the far end of the tube) almost at once with 
the primary discharge. The sight of the glow¬ 
ing tube is very marvellous (PI. I), the orange 
column, 200 cm. long with a large bulb, stands 
glowing. The change of the visual intensity 
is about as illustrated in Fig. 7. It fades 
gradually with time, but not so abruptly as in 
the case of the green after-glow; it has no 


(1) A* if described in the following section, this bine after-glow most actually be doe to 
the so-called ft-Bmd of NO. 
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maximum as in the case of the blue one. 

When the pressure reaches about 0.02 mm. (the optimum pressure) 
there appears one or two distinct nodes of intense after-glow in a tube 
at a distance of about one-third of its whole length from the bulb neck. 
The node displaces itself a little with pressure, but it lies in the same 
position for the same pressure. It looks as if some particles (which cause 
the after-glow) are ejected from the side of the bulb at the instance of 


Fig. 8 



the primary discharge. If we, after having excited the glow under good 
conditions, cut off all the electricity for this experiment, the above 
mentioned intense node spreads away sometimes rapidly and at other 
times relatively slowly over the whole space in the tube. 

We take it, then, as the accumulation of some positive (or negative) 
ions which are driven by the electrical field set up in the bulb part. 
But a positive ray of such long range in the order of this pressure is 
not acknowledged as existing, since we know that even the positive ray 
of hydrogen runs at most about 25 cms. in a similar condition 0 ^ and, 
moreover, the phenomena are quite independent of the angle of the 
orientation of the coil relative to the direction of the connecting tube. 
In order to test if the node is an accumulation of some ions, an electrical 
field was applied to it from the outside of the tube but it failed. Since 
it may be considered that a stream of electrons ejected from the bulb 
part arrive at this point, a horse shoe magnet was applied but it was 
not effective. The mere heating of the tube by a Bunsen burner haB 
also no effect. The inner surface of the glass tube was detected afterwards 
to have remarkably deteriorated in this part. 

(I) B. Araxatbu and K. Kimuka, Mem. of the Fee. of Set & Agr., Taihoku Imp. Univ., 
5 : No. 2, (1988). 
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On the other hand, this after-glow is sometimes very sensitive to some 
electrical agitations; for example, the mere operation of making the 
electrical circuit charge up the condensor sometime causes the glow to be 
instantaneously extinguished. 

At any rate, the glowing substance itself does not seem to be an ion, 
but is influenced by an ion of some kind* It is to be remarked here 
that the molecules 0 2 and NO, which exhibit the strong after-glow, are 
molecules which are easily possessed of a negative charge. (1; 

The compression of this glowing gas causes it to flash out with great 
brilliance and to decay more rapidly. This indicates that the glowing 
phenomena are not due to a monomolecular reaction, but are probably 
due to some polymolecular processes. If a small quantity of air be 
abruptly introduced into the glowing bulb, the glowing substance is 
pushed into the connecting tube running through and it becomes very 
brilliant for an instance at the far end of the tube and soon disappears. 

The observation of this glow with a small hand spectroscope made 
it clear that it was nothing but the ordinary a-band of N* namely, three 
groups of diffuse lines of red, yellow and green respectively. It was then 
examined in order to take a photograph of the whole spectrum of this 
glow with a small quartz spectrograph. In order to avoid the entering 
of the light from the primary glow into the spectrograph, a revolving 
switch with a small sector was specially constructed and inserted in 


Fig. 9 



the primary of 
the transformer 



(Fig. 9). The 
speed of revolu¬ 
tion was so ad¬ 
justed that one 
or two sparks 


were made dur¬ 


ing the time the 


(1) M> Ishxvo and B. Abakatsu, Mem. of College of Sci, Kyoto Imp. Univ., 4 : No. 7, 
856 (1981). 
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arm of the sector contacts with the mercury cup, which is a terminal 
of the switch, and that the sector before the slit of the spectrograph be 
cleared in half a second or one, after the contact was broken. 

The spectrum thus taken is, as shown in PL 11., the so-called third 
positive band of nitrogen ( 7 -band) which is now accepted by spectros- 
copists as really due to NO. This photograph is, as far as we know, 
the first one of the air glow published. As is seen on the plate, 
the visible part of the spectrum (the a-band), by which the after¬ 
glow was actually detected, is negligibly feeble compared with that of 
the ultra-violet region, (/'-band). (The /3-band is scarcely observed in this 
case.) It had to be a very brilliant after-glow if our visual sensation 
could perceive the light of this region. The spectrum emitted at the 
instance of the primary discharge is shown on the plate for comparision. 
The intense band excited in the primary discharge disappears whole!y in 
the after-glow. 

Each of the lines belonging to the after-glow is remarkably diffused 
compared with that of the primary one. This indicates that the con¬ 
ditions of emitting this spectrum are different for the two cases. The 
diffuse spectrum due to the after-glow is thus emitted either by a molecule 
that lies in a field of another molecule or by a molecule in motion with 
a relatively high speed, (which is probably imparted by the collision that 
causes this very after-glow.) The mercury line X 2536 is, on the other 
hand, sharply excited in the after-glow. c,) 

Thus we see that the mild yellow colour of this after-glow is the 
a-band of N 2 while the main part of the glow is actually the 7 -band 
whose spectrum lies in the ultra violet region. The blue after-glow which 
necessarily precedes the yellow one is now to be acknowledged as the 
/9-band. cl) It is very curious that the 7 - and /3-bands should appear 
thus separately at different stages. It may perhaps be that the 7 -band 
was also actually emitted as the main one at the stage of the blue glow, 
as well as at that of the yellow one, and that the apparently different 
colour of the two after-glows comes, then, merely from the difference of 

(1) See J. Okubo and H. Hamada, Phil. Mag. 1 * 372 (1928). 

(2) F. A. Jenkins, H. A. Barton and R. S. Mui.liken. Phys. Rev. 90: 164 (1927). 
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the subordinate weak (in comparison with the ultraviolet p-band) after¬ 
glows of the a-(N t ) and /3-~(NO) bands respectively. Since, as is stated 
in the previous section, the stage of the blue after-glow is fairly difficult 
to observe in detail, one cannot discuss this subject further unless more 
detailed experimental observations are made. 

The photometric curve of the band spectra of the “yellow after¬ 
glow ” is shown in PI. HL Though the complicacy of the sensitivity of 
the photographic plate to light and the characteristics of the measuring 
instrument makes it difficult to be accurate a rough estimation of the 
relative intensity of each of the bands corresponding to the different vibra¬ 
tions is made by measuring the area of each of the peaks (Table I). 
As one sees in Fig, 10 the observed intensity distribution is in fairly 
good agreement with the value calculated by the Condon theory. a) 

Fig 10. 



IV. Reflections (a) 

While the condensed discharge method was usually employed by most 
of the writers on active nitrogen and oxygen, the electrodeless ring dis¬ 
charge has been used by very few. w 


(1) B. Pogony and R. Schmid, ZS. f. Phys. 49: 162 (1928). 

B. Pogony and R. Schmid, ZS. f. Phys. 54: 779 (1929). 

R. Schmid, ZS. f. Phys. 59 : 850 (1980). 

E. L. Hill and J. H. van Vleck, Phys. Rev. 82: 250 (1928). 

J. H. van Vlbcm, Phys. Rev. 33 : 467 (1929). 

( 2 ) G. Hbkzbxbg, Ann. d. Phys. 84 : 558, 665 (1927) ZS. f. Phys. 48 : 878 (1928) 5 49 : 

512 (1928). 
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The phenomena of activation were generally observed, by these 
writers, for gases of relatively high pressure, namely, sometimes of cms, 
of mms, and others of some tenth mm^ 0 of Hg. As is mentioned above, 
the phenomena observed by the present writers commence to take place 
at a pressure of 1 mm. and can be observed down to a pressure lower 
than 0.01 mm. of Hg. It is, thus, evident that the state of activation is 
not conditioned alone by the pressures of the gas under operation, but it 
depends rather on the methods of excitation, the pressure has naturally 
an influence on it in each case respectively. 

The substance glowing green is suspected by the present writers to 
be the combining O a from 0 2 and O, since we know on one side that a 
considerable amount of O s was detected in the glowing tube by many 
previous observers and on the other that the ozone gas is produced in 
oxygen gas a hundred percent if we decompose a molecule 0 2 therein 
into 0+0 by proper quantum radiations (Warburg's Experiment). 

Nevertheless, this glow is considered by some writers'^ to be an 
monomolecular reaction. This idea cannot, however, interpret in a 
simplified way, the decay curve of the visual intensity illustrated in Fig. 
5. The glowing substance should according to this view, obey some 
complicated law of reactions. The doubt of the direct influence of NO 
on the green after-glow (N0+0 3 =N0 2 +0*) is based, besides on the facts 
described in the previous section, on the fact that while the /3 and y 
band after-glow due to NO become integratingly brilliant by the frequent 
application of discharges, the green after-glow is quite independent of it. 
A single discharge is always sufficient to make it glow at the maximum 
intensity. Had NO some direct relation to it, it would have increased 
integratedly to the maximum in its intensity with the number of dis¬ 
charges in a way similar to that in the case of the blue, as well as the 
yellow, after-glow, since the glowing substance is considered probably to 
be integratingly produced by the discharge in the latter cases. 

(1) L Kaplan, [Phys. Rev. 35: 600 (1930)] has reported that OJSmm. has been found to 

be the best pressure for the production of the after-glow in air. 

(2) Maria Majewhka, ZS. f. Phys. 50 : 372 (1028). 
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V. Reflection (b) 

The characteristic feature of the change of the visual intensity of the 
blue afterglow with the lapse of time after each of the primary discharges 
(Fig. 6 ) seems to be a standard type of phenomena of this kind. 

According to the conception of the present writers the glowing 
substance (or substances related to give rise to the glow) forms itself at 
this state. The primary discharge causes the molecules 0 2 and N 2 to split 
up into their component atom’s O and N respectively, the metastable 
$ 2 molecule may, also, be produced at once. Some of the atoms may 
stay in a metastable state, say N, and some others in their normal 
ground one. They recombine, then, into O,, O,, N* N 2 or NO, respec¬ 
tively, at the end of their life, which is naturally considered to be 
relatively long. The glowing process may take place by an inelastic 
collision between some of them. If one of the colliding substance be at 
least that one which is newly produced by the above mentioned processes, 
say NO, that collision process, which may naturally occur with the pro¬ 
bability proportional to the number of the substance, has once its 
maximum in frequency and then decays to the vanishing occurrence, 
giving rise to the glow curve illustrated in Fig. 6 . 

Kaplan 05 puts forward the conception that the /3 band appearing 
in the air after-glow in his experiment is the recombination spectrum of 
NO, since the energy necessary for the excitation of the 2 II level from the 
the normal state of the molecule is 5.65 volts, while the energy of re¬ 
combination of NO is believed to be about 6.6 volts. If this is the case, 
the time required for the maximum visual intensity (0.7 sec.) is taken 
as the mean life of O and N, respectively, in this state. But this in¬ 
terpretation is fairly difficult for other complicated features appear in 
the present experiment 

It is here that we should turn our minds to the ideas of the numerous 
former investigators on the mechanism of the after-glow and the active 
nitrogen phenomena /* 5 

(1) J. Kaplan, Phys. Rev. 35 : 603 (1930). 

(2) O. Klein and 8, Homeland, ZS. f. Phys. 4 : 46 (1921). 

J. Franck, ZS. t Phys. 9: 269 (1922). 

M. N. Saba and N. K. Sub, Phil. Mag. 48 : 421 (1924). 
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(a) According to the theory of the yellow after-glow proposed by 
Sponer, (,) two normal nitrogen atoms collide in a triple collision with a 
normal nitrogen molecule resulting in the formation of one normal 
nitrogen molecule and one excited molecule. N+N-f N 2 =N 2 -f N* (Ex¬ 
cited). The glowing substance is known to be an excited molecule with 
about 11.5 volts energy. The dissociation energy of the N 2 molecule was 
then believed by her to be 11.5 volts and the theory was acknowledged 
to be satisfactory. On this theory the chemical activity would, therefore, 
be attributed to the nitrogen atoms in their ground state. These con¬ 
ceptions were favoured by some writers and refuted by others with a 
number of experimental facts'^. However, since it has been shown that 
the dissociation energy of is about 9.0 volts 1 2 (3) 4 5 6 and not 11.5 volts, as 
supposed by Sponer, the theory is necessarily abandoned. 

(b) Cario and Kaplan'' 0 supposed that the 11.5 volt excited molecules 
of the yellow after-glow are produced by the interaction between a 
metastable nitrogen molecule in the 32 state (8 volts) and a metastable 
nitrogen atom 0) in the 2P state (3.5 volts). The chemical activity of 
active nitrogen will according to this view, be due to the metastable 
atoms. Evidence of the presence of metastable atoms of nitrogen in the 
2P£ state in an active nitrogen tube was observed by Jackson and 
Broadway. 

(c) Now, under the condition of soft excitation of the present ex¬ 
periment, as is also seen from the spectrum of the primary discharge 
(PI. H, a), a great number of the metastable molecules may easily be 

(1) II. Sponer, ZS. f. Phys. 34 : 622 (1925'. 

(2) Sec, for example K. F. Bonhoeffer and G. Kaminsky, ZS. f. Physikalische Chemie 

127: 385 (1927). 

(3) R. Biroe, Nature 122 : 842 (1928). 

J. Kaplan, Proc. Nat. Acad., 15 : 226 ; T. Faraday soc., 25 : 713 (1929). 

L. A. Turner and E. W. Samson, Phys. Rev. 34 : 747 (1929). 

T. Tate and W. Lozier, Phys. Iiev., 39 : 254 (1932). 

A. K. Datta, Nature, 129 : 870 (1932). 

T. C. Sutton, Nature, 130: 132 (1932). 

(4) G. Cario and J. Kaplan, ZS. f. Phys., 58 : 769 (1929). 

(5) K. T. Compton and J. C. Boyce, Phys. Rev. 33: 145 (1929). 

(6) L. C. Jackson and L. F. Broadray, Proc. Roy. Soc. A. 127 : 678 (1930). 
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produced, while the nitrogen in a atomic state (especially in a excited 
state) is considered to be produced in a relatively small quantity. The 
intensity of the yellow after-glow (a-band) in our experiment is solely 
conditioned by the number of the metastable S’ atoms, which are in- 
tegratedly accumulated by the frequent discharges. ThiB statement is 
quite adequate for the interpretation of the facts that the yellow glow is 
relatively feeble and that its intensity increases integratedly to reach a 
maximum with the number of the discharges. Cabio and Kaplan’s 
theory is, thus, very convenient in interpreting the phenomena of the 
present experiment. 

(d) What, then, has this theory to do with the NO (/3 and y) bands. 
As is mentioned in the previous section, the ft band was interpreted by 
Kaplan as the recombination spectrum of NO. Since our observation is 
not yet as completely done with the ft band as it is with the y one, we 
may avoid a discussion on the former here. The fact that the y (third 
positive) band due to NO appears in the present experiment at the stage 
of the “yellow after-glow” with a strikingly greater intensity than the 
a band simultaneously observed, shows us, however, that the following 
interpretation is more favourable than the recombination theory which 
might be proposed for the origin of the f-band. 

As is described in the previous section, the normal NO molecules 
are first produced by the discharge. Some of them collide, then, with a 
metastable molecule (N 2 ) in the 32* state (8 volts) with the resultant 
formation of a nitrogen molecule in the ground level and an excited NO 
molecule in the A (JS) state (5.6 volts) of the relatively higher vibrational 
state, which glows, at once, by settling itself in the normal state (X) 
( 2 77). The excess energy is imparted at the same time to the molecules 
as the form of their kinetic energy which disturbs the sharpness of the 
spectrum. This interpretation seems to be plausible. Indeed, in spite of 
the feeble intensity of the a-band, the y-one is strikingly strong because 
theK number of the N metastable atoms may be accounted very small 
compand with that of NO molecules and N* metastable molecules. 

These interpretations are also in good agreement with those done in 
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the previous section for the characteristic feature of the blue after-glow, 
and with that for the aspects of the yellow after-glow. 

The activity of active nitrogen will bb due, according to this view, 
to both the metastable atoms as well as to the metastable molecules. 

The writers are greatly indebted to Professor M. Kimura and Dr. 
Uchida of the Department of Physics at Ky&to Imperial University for 
permission to use the micro-photometer, also for the interest shown and 
the help afforded by them during the measurements. 





Yellow after glow 0.02 mm (Hg) 
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THE ELECTRODELESS RING DISCHARGE THROUGH 
POTASSIUM VAPOUR 


(With 1 Plate and 1 Text-Figure) 

B. Arakatsu and Y. Uemura 

(Accepted for publication, Nov. 10, 1932) 

One of the present writers has' 0 previously reported on the peculiar 
phenomena of the electrodeless ring discharge through hydrogen in a long 
tube and also on the recombination spectrum of hydrogen atoms. The 
long, glowing column extending about 50 cms, especially the one developed 
outside the coiled part, has been considered to be due to the positive 
rays of the neutralising hydrogen atoms expelled from the coiled part, but 
not to the excitation by the bombardment of swift electrons on the 
hydrogen molecule there, nor to the direct excitation by the rapid varia¬ 
tion of the stray magnetic field due to the primary discharge. 

Now the present experiment was, at first, commenced with the aim 
of observing the continuous spectrum “ at the series limit ” of the arc 
linos of potassium vapour. Though it quite failed for this purpose, an 
unexpected and interesting result was obtained which supports not only 
our previous interpretations of the phenomena mentioned above but also 
our idea on the mechanism of the recombination of an electron with a 
proton given at that time. 

A pyrex glass tube of about 3 cms in diameter was sealed at one 
end. The potassium was vapourised in the tube by an electric furnace 
of about 300"C. (Text-Fig. 1). The electrodeless ring discharge was 

(1) B. Arakatsv and K. Kimvra, 5: No. 2. of the Memoirs of the Fac. of Sci. and 

Agr. Taihoku Imp. Univ., Formosa. Japan. 

B. Abakatsv, Y. OrA and K. Kimuha. 5 : No. 1. of the same Memoirs. 

[Mem. of the Fac. of Sci. «& Agr. Taihoku Imp. Univ., Formosa, Japan, Vol. 5: No. 
4 November, 1932.] 
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made through the metal vapour in the usual way. The density of the 
metal vapour was adjusted by controlling the temperature of the furnace 
To 80 S lowin S co ^ umn potassium was well ex¬ 
it tended about 7 eras, outside the “ primary ” coil. The 

J colour of the glowing column was blue violet, some¬ 

what dark. The metal was deposited on the inner wall 
of the tube near the end of the glowing column. 

The spectrum of the glow was taken with a 
small quartz spectrograph from the side of the tube. 

Contrary to our expectation, no trace of 
-■-1 ijjjg arc ii ne 0 f metal was observed on 

I » the plates of the spectrographs taken in 

^ Larttv. 

1 various parts of the column outside the primary 
_g = p coil; of course no continuous spectrum was 

J 1 Adxstos. developed from the series limit, while intense 
_ spark lines were solely observed. 

^ about. m 

- joo’c. This fact is very interesting if we 

1—®-J Potassium,. conB j^ er the process of the development of 

, j flfettKc the glowing column extending outside the primary 

/ \ coil. If the swift electrons from the coiled part were 

J the direct cause of the phenomena, it would necessarily 

happen that the arc line of the metal be emitted. It 
Is evident that there is no neutralising process taking place in the glow¬ 
ing column 7 cm. long and no condition for emitting its arc spectrum. 

The neutralisation of the potassium ions probably takes place only 
on condensing to the solid state on the wall of the tube. 

These facts confirm our opinions on the process of the development 


Asbestos. 


about. 

- 500C. 


I Electric fnnmcc| 


•of the glowing column —that it is nothing but the positive ions of atoms 
expelled from the coiled part by the electrostatic field set up between 
the ends of the coil at the instant of the excitations of the ring discharge. 

idWreov^SJ as one of the present writers has also previously concluded 
on the mechanism of the recombination of an electron with a proton, 
the neutralisation of the potassium ions seems thus also very difficult 
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unless the ions are not free from the disturbance of the field due to the 
neighbouring atoms or molecules, which causes the establishment of the 
continuous region in the neutralising atom. 

Since, in the case of the preseDt experiment, the pressure due to 
impurities seems to be negligibly small (no trace of hydrogen was even 
observed) and the intra-atomic complications take place merely among 
the potassium atoms themelves, one may think of the lack of the elec¬ 
trons necessary to recombine with the positive ions. It is, however, 
much preferable to conclude that the ions are in this case fairly free 
from the influences of other ones and can not constitute in themselves 
the continuous region, which is necessary for inducing the resonance 
beat of the ions with the coming electrons with an arbitrary amount of 
kinetic energy which results in the production of the atoms in the 
neutralising states that give rise to the arc spectrum, accompanied by 
the continuous one at the “ series limit ”. The ions are able to catch 
the electrons easily at the wall or on the surface of the metal, adhering 
to it and constituting a part of the liquid or solid substances there, 
since these have a wide range of the continuous region in themselves. 
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ON THE ANOMALOUS ABSORPTION OF /-RAYS. 

(The Possibility of the Quantum Jump of the 
Rest-mass of an Electron.) 


By 


B. AuAKATSC 


Accepted for publication December S IttU 


The investigations of Tarrant, Chao, Meitner and IIupfeld, and 
of Jacobsen 1 ’ on the validity of the “ Kleix-Nishina formula ” 2 in the 
case of the absorption of hard f-rays in various matters, show that, wlule 
the absorption-coefficients of the lighter elements lit well with the formula, 
those for the heavier elements are much greater than those predicted 
by it, and the additional abs >rption increases fairly rapidly with the 
“charge number”. 

No satisfactory theory is given at present at all. But the conceptions 
of most of the authors agree in accepting its origin as to be ascribed to 
the nuclei. Beck, as well as Gamow * 0 failed iu interpreting this anomaly 
by assuming that the active particles are tf-paticles in nuclei and that 
the methods of wave mechanics are applicable to the nuclear configura¬ 
tion as in the case of the outer electrons. 

Brameeey 4) has recently pointed out that a linear relation exists 
between the experimental values of the additional absorption per atom 
and the number of “ loose electrons ” (N ? ) in the nuclei: namely, 

/*A-*ACK.N> =1-89 X lO-^Ns. 

whereas the theoretical formula deduced by him gives 


[Mem. of the Fac. of Sci. and Agr., Taihoku Imp. Formosa Japan, Yol. V. No. 5. Decem¬ 
ber, 1M2.] 
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8;r e x ^ 

/**—«**> —3- mlc r Ne - 
=6.63xlO--°*Ns. 

In their latest investigations, Gray and Tarrant 5 * have discovered 
the characteristic fluorescent radiations containing two different com¬ 
ponents of the energy which correspond to about 0.5 and 1.0 million 
electron-volts respectively. In all of the elements on which they ex¬ 
perimented (Pb. Sn. Fe and 0), these secondary radiations are generally 
excited independently of the quantum energy of the primary radiation, 
as long as these elements are irradiated by the f-rays presumably harder 
than that of the 1.8 million electron volts.* 

Now, in the present communication, the writer gives a short descrip¬ 
tion of his attempt to deduce the formula of the additional absorption, 
taking an entirely new stand. 


F!g. 1.) 



* Here, it w to be noticed that the energy c ^responding to half million volt i« just about 
the energy <^f the “ rest-mow* ” of an electron m 0 , for 
10° Electron Volts « l/>9 x 10-® erg 
m 0 2 — 0 814 x 10-*® erg. 


and 
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If the experimental values* of the additional absorpition coefficient 
per atom are plotted against the cube of the charge nunber, they fall, 
as is shown in the annexed figure (Fig. 1), nearly on a straight line 
which is expressed by 

/^~*ack N )=6-75x10-*Z\ 

It seems, then, to the present writer very probable that the active 
particles in this case are outer electrons of the atom. 

Imagine that an electron is a wave mechanical configuration system 
of something like a two dimensional oscillator, and that the energy of 
the electron m C’ is nothing but the very energy of oscillation correspond¬ 
ing to the ground quantum state, thus m c C, where v is the charac¬ 
teristic frequency of this oscillator. 

This oscillater-electrou or a system of these oscillater-electrons is 
taken to be then quantumly excited by some special causes to one of 
the states corresponding to various n /A oscillations which carries the 
energy (n+1) liv or (n-fl) wiCV 

We assume that the phenomena of the anomalous absoq>tion of 
hard /'-rays and the phenomena of the fluorescent radiations of Gray and 
Tarrant’s experiment" 0 are due to the quantum jump of the energy of 
such an oscillater-electrou or a system of these oscillater-electrons, and 
moreover that such a system is constituted by that part of the “ outer 
electrons ” of the atom which surrounds the nucleus in a radial distance 

(r) smaller than the half wave length -A- of the wave due to the chara¬ 
cteristic oscillation of an oscillater-electron, thus 

X = — = —-——2.42 X 10- 10 cm. 

y mC 

Then the absorption coefficient per atom due to this process of the 
outer electrons is given by the expression, 

64xV rVI (E^3)J_a „ ,* T 
. 3 ‘ C* lZj(E w -E c )-~/iV J 

The experimental values are token from the Table V. of G. T. P. Terkant’s work. Proc. 

Hoy. Soo., A. 135, 233 (1932). 
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where v is the frequency of the primary radiation and (E n —E 0 ), are, by 
neglecting the change of the energy of the ordinary quantum states, put 
into n/*v o under the condition nhv L hv. The matrix elements | a*, | * 
are calculated out by assuming that the effective number of the acting 
oscillater-electrons for the excitation from o th to n th oscillation is the 

number of the outer electrons contained in the sphere of radius - around 

JL 


the nucleous, so that \a m \ 2 8 are given by the expression, 

An 

7iV fa“ 

a^T(E:“-Ey 4nrl - dr - 


a m r 


and so, the order of the summation and the square in the above formula 
being presumably changed,!' we may write it down at ease in the form 

E[ ( e.-ej-av K^- 4Tr "- dr l 

in which X n means the wave length of the radiation corresponding to the 
n th liarmonics of the primary oscillation of the oscillater-eloctron, i. e., 

^„=-^==—-—, and /? Cr) is the electron density of the outer electrons 
n nm 0 C 

of the atom at the point r from the centre. 

Now, according to Thomas and Fermi 6) , ^ (r) is given for the heavier 
elements by the expression 


where 


fto-flZSA 5 o\b. r. Z*> 

q q 

a*-2—, 

3/i* ’ 


13 4 

2 s 7r' s m 0 e i 
2 } 

3*/r 

and the function tp(£) is the solution of the differential equation 

$ This means that each of the quantum perturbations takes place independently for various 
n<* oscillations, L e., the addional wave function in each of the perturbed systems 

m»y be expressed by the single term-^-F. • 
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dr <p __ ip “ 

df 7 T 

with the boundary conditions 
V(o)=h 


(?)<£=!• 


By using this value, we have 


_ ^2 

I n ===^f\ ry 4 t r : . (lr — \xa Z?j r v ^(b. r. Z^) dr 


ChZ*. ~ Xn ~ 


2 if 2 (c) d$ 


in which the variable is changed from r into £=b. r. ZP. 

i ^ 

ISince the numerical value of b . Z*. ^ w is the order of 0.1-0.01, $r(£) 

2 

under the integml takes a value between 1 and, at least, 0.9, 7) and hence, 
by taking the mean value, 

t — *■' /.•> f /i w A »* 


I,= J 6*zV(*.)( J ) 


f (£„) ! 1 and J„=- 


Thus we have for the final expression 


I 015 -1 ./I 


»»• c 3 4 e 


3 »»' C 3 4 C‘ lv ZjL\(E.-EJ--/iV/ n* J 

*- 5.0.3 xlO- w Z VTf- h y - 

ZJLv ynh^f-h-r ) ri' J 


If we take the stun up to n=4 by putting 
hv =4.21 x 10“ 6 erg, 
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and Av 0 =0.814 x 10 -8 erg, 


we see the theoretical value approaches satisfactorily to the experimental 
value mentioned above i. e. to 6.75 x 10" 30 Z 8 . 

For an infinitely hard radiation we should have, then, the absorp¬ 
tion coefficient per atom which is greater than that predicted by Klein- 
Nishina formula by the amount 


_8;r c' 

5- - m * c r 


2“ n't? 


3 to 2 C‘ 3 4 C' li 1 
6.07 x 10- ° Z\ 


%'{! + ■ 


2 ' 
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Beitrage zur Geometrie der Kreise und Kugeln (II) 


S 6 ji Matsumura 

(Accepted for publication, December 10, 1932) 

(1) Wir nehmen auf einer Kugel 5 drei Punkte 

s‘C«=J> n, mi 

* . * 

im R { und auf einer weiteren Kugel g ebenfalls drei Punkte y* an, so 
gibt es genau vier Mbniustransformationen des Raumes, die die Figur 
{gy®} in die Figur {gy*} iiberfuhren. 

.. . . * 

Wir konnen zuntichst dureh eine Ahnlichkeit g in g iiberfuhren, dann 

gehen dabei die y* in drei Punkten y* auf g iiber. 

Dann kann man auf zwei verschiedene Weisen durch eine Kreis- 
* _ * 

verwandfcchaft auf g die y* in die y* iiberfuhren. 

Zu jeder Rolchen Kreisverwandtschaft haben wir dann nach dem 
ebon ausgefiihrten noch zwei zugehorige Transformationen des Raumes. 
Diese vier Abbildungen sind nun aucli die einzig moglichen. Denn 

t * 

dio Figur (y g*} kann, wenn man die Identitat mitrechnet, nur durch 
vier Transformationen in Bich ubergefiihrt werden. 

* 

Zunachst gibt es zu tier Identitat auf der Kugel g zwei Kreis- 
verwandtschaften, einnial die Identitat des Raumes, dann die Inversion 
an g, die alle Punkto von g in Ruhe lasst. 

* • -n 

Daun gibt es die Inversion auf y, die den Kreis durch die Punkte 

* 

y* auf y punktweise in Ruhe lasst, und zu dieser gibt es zwei Trans¬ 
formationen im Raum, von den on man wieder die eine aus der andern 

* 

erhftlt, indem man noch die Inversion an y ausfiihrt. 

[Mem. of the Foe. of Sci. and Agr., Taihoku Imp. Univ., Formosa, Japan, Vol. V, No. 6, 
January, 1933.] 
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Da die Figur {jj*} von 10 Bestimmungsstiieken abh&ngt, ist unsere 
Gruppe der Abbildungen von Mobius im Raum 10-gliedrig. 

(2) Es seien zwei Kreise St, St im R, gegeben. 

Ist 

eine normierte Kugel im R, durch St, so setzen wir 

AA A A . „ 

( 1 ) 

ein. 

Dann muss 

(2) cosY=T*^ ai Op 

sein, wobei <p den Winkel zwischen und $ bedeutet. 

Nun setzen wir 


(3) ly-A-ftft, 

dann folgt: 

(4) U- XV= (T 11 - XA." )[>l+2(T' 2 — W 2 )p,p I + (T”— XA^pl, 

d. b. 

(5) cos 1 ?-1= (T" - lA.")p\ + 2(T'-- lA. V2 )p lPi + (p^-lA 22 )^. 
Die Diskriminante von (4) ist 


( 6 ) 


d. h. 


T"-1A U T' 2 -/iA ,! 


T' 2 —1A 1! 


T 22 —1A 22 




(7) [T"T 12 - (T , 2 ) 2 ]-1[T I, A , 2 +T 12 A 11 - 2T , 2 A 12 ] 

+; 2 [A ,, A 22 -(A 12 ) 2 ]. 


Nun betraobten wir 


(1) Nakaj no, 8.: Differentialgeometrie der Kreiascharon, (XIII), Tfthoku Math. Joum., 
Vol. 86 (1982) p. 110. 
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(3') feA«V f) 

VsA. a V«/»i» 

dann folgt derails 

(7') [T'T 22 - (T 12 ) 2 ] — A[T n A' 2 +T l2 A"— 2T'-A' 2 ] 

+ ^[A'A 22 — (A 12 )*]. 

fiildet man aus den Wurzelpaaren A,, und X„ X> die Gleichungen 

! [T"T“— (T 2 ) 2 ] — A[T 1, A’ 2 +T ,2 A" — 2T ,2 A 12 ] 

I + /l 2 [A"A 22 — (A 12 ) 2 ] =0, 

( 8 ) _ . . _ _ _ _ 

[T^T 22 — (T 12 ) 2 ] — *[T n A 12 +T ,2 A 11 - 2T ,2 A 12 ] 

+ A 2 [ A 1 ‘A 22 — (A 12 ) 2 ]=0, 

dann ist die Bedingung dafiir, dans die harmonische Trennung der beiden 
Elementenpaare vorhanden ist, 

(9) [T n T tt - (T* 2 ) 2 ]^ 1 ! 22 --(A 12 ) 2 ] + [A^A 22 - (A 12 ) 2 ] x 

x LT ,, T 22 - (T' 2 ) 2 ] - 2[T n A 12 +T'^A 11 - 2T 12 A 12 ] x 
x [T n A 12 4 *T 1 *A 11 — 2T‘ 2 A 12 ]=0. 

Die linke Seite dieser Gleichung mag daher ala die harmonische 
Simultaninvariante 6 bezeichnet werden, und es folgt daher der 

Satz 1: Die Bedingung fur die harmonische Trennung der beiden 
Wertepaare von cos (f und cos <p ist mit (9) gegeben. 

Wie oben kann man auch folgende Satze erhalten : 

Satz 2: Die Bedingung 

0 2 -4J t J,=O 

ist, dass die Gleichungen (9) eine gemeinsame "Wurzel haben, wobei 

4=[T‘ ‘T 22 - (T ,£ ) 2 ] [A 11 A 22 - (A 12 ) 2 ] 

_[X n T ,2 + T l? A u _2T ,2 A 12 ] 2 

uud 

4= [T"5^--(T t2 )*] [A 11 ! 22 - (A 12 ) 2 ] 

- [T‘ 1 T« 2 +T ,2 A 1, -2T ,2 A 12 ] 2 


slnd. 
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Satz 3: Das Doppelverh&ltnis zweier Wertepaare von cos tp und 
cos if ist 

8-2 ^-JTJr be7 0 + 2j/ A 4 

8 + 2^rtX~ " 6—2y/ J, 4 * 

driickt also die Funktion der Invarianten aus. 

(3) Nun betrachen wir 

(1) A‘"=i> 

(2) cobV=P < ,P„T‘ 1 ' 

wieder, a:) so kommt man zu einem System von linearen und homogenen 
Gleichungen : 

(3) (T^-cosV-A a ^ 7^=0. 

Folgende Gleichung C2) stellt den Extremwert von cosY dar: 

( 4 ) (T* p — cos Y*A ap =0. 

Damit eine trivial© Nulllosung fur die verschiedenen Losungen dieser 
Gleichung existiert, muss die Determinant© der Koeffizienten verschwinden; 
es folgt daher: 

(5 ) j T ap — cos‘Y*A a p | = 0. 

Aus (4) folgt C3) 

(6) ^~A a? T^ + T/A=0, 

d. h. 

(7) 0*-2H.0 + K==O. 

wobei 6 =cos <p ist. 

Es gilt somit 

^1) Matsumura, S.: Differentialgeometrie der Kreisscharen (XIV), Tfihoku Math. Joum., 
Vol. 86 (1982) *p. 123. 

(2) Vjpxjgl. XiEVi-Ci vita : Der absolute Differentialkalkill, Berlin (1928) S. 114. 

(3j Ivaxajima, 8.: Differentialgeometrie der Krewscharen (I), TOhoku Math. Journ., VoL 
31 (1929), p. 30. 
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(COS CP, + COB <p 2 = 2H, 

( 8 ) 

/COS $P,*C0fl ^ 2 = K, 

wobei ip x unci (p 2 den Maximum- und Minimumwert von <p bedeuten. 

Nun wollen wir <p A und $p 2 als den Haupfcwinkel zwischen Kreis und 
Kugel bezeichnen, dann gelten fur die Hauptwinkel die Bedingungen 

( ( t®*' —cosYr A**' )p ( '>=0, 

( 9 ) 

((T* 1 * ~ cos Yi-A* 11 )(>T=0- 
Aus (9) erhalten wir : 

( 10) (cos V,- cos>, )A*W>p'p=:0. 

1st 

(11) C0SY2“H C08 Vi> 

dann folgt 

(12) a«v;v; 2) =o. 

(12) ist die Bedingung fiir das Senkrechtscbneiden zweier Kugein 

wol>ei 1), 1) beule Kugein sind. 00 
Also folgt: 

(13) =0. 

Betrachton wir ( 9) „ bo folgt 

(T'V»=coa tf,A'74°, 

(14) 

(T'V/;>=coa^A 74 n . 

Aus (14) folgt 

(15) A 1 'y. ,y T’V^=A-V«TV« ; 
d. h. p erfullt die Gleichung 

(16) * r9 A* 9 T*YP* ss0 - 


(4) NAKAJIMA, S.: DifFerentialg aometrie der KreLsscharen (II), Tfihoku Math. Joum 
Vol. 31 p. 44. 
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Auf ahnliche Weise kann man verstehen, dass auch p^ (16) 
erfullen muss. 

Setzen wir nun 

(17) /t ap =e Ta A* T T p4 , 
dann erhalten wir aus (16) 

(18) 0, 

welches die Gleichung fur die Hauptwinkel ist. 

cos^ ist eine Losung der sog. charakteristischen Gleichung. 


(4) Die Bedingung dafrir, dass die beiden Richt ungen 
( dt l9 dz,) und ( dt# dz 2 ) 
aufeinander senkrecht stehen, ist also 

(1) {Ofit) dtidt 2 ^-(0 ( d x ) (d£,dr 2 4-d£/?r,)-f (0 X 0 X ) dz,dz 2 =0. 
Betrachten wir 

(2) A dt 2 +2Bdtdz+Cdz 2 =0, 

wobei A, B, C zunachst drei Konstanten sein sollen, so sind entspre- 

dt 

chend den beiden Wurzeln fiir - von (2), die wir als reell und von 

dz 

einander verschieden voraussetzen, zwei Fortschreitungsrichtungen im 
Punkt P definiert. 

Wenn diese aufeinander senkrecht stehen, dann muss 


( 3 ) 


m) 


dr, 


dtj 


+(W 


t dt, 
V dr, 




sein. 


Nun ist, wenn 


A =4= 0 


ist, 

dt, dt 2 ^ C dtj_ + dt 2 _2B 

dt\ dr 2 A’ ~dt , dz 2 A 9 
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und darum nach der vorhergeheaden Gleichung 

(4) (6 t e t ) C-2 B + (0 t 0 x ) A=0, 

eiae Gleichung, die, wie man leicht zeigen kann, auch fur 
A = 0 


gilt. 

Die linke Seite von (4) 

(0A)C-2(*A)B + (Mt)A 

nennt man die Simultaninvariante der quadratischen Differentialformen 

r (0 t 0 t ) dt : +2(O t 0 z )dtdT+(0 x 6 x )dT 2 =O, 

( 5 ) { 

( Ad< 2 +2Bdtc/r+Cdr=0. 

Man bekommt so den Satz. 


Satz 1 : Die notwendige und hinreichende Bedingung dafur, dass 
die bsiden durch (2) definierten Fortsehreitungsrichtungen orthogonal 
sind, ist, dass die Simultaninvariante (4) der beiden quadratischen Formen 
(5) verscliwindet. 

Durch die DifFerentialgleichung 


dt 

dr 


= 0 {U 


*) 


ist ein Kurvensystem auf der Flache bestimmt. 

Wie erhalt man nun die Orthogonaltrajektorien ? 
Wenn man 


Jt L 

dr, 

durch 


0 (U r) 

dt* 

dv 2 


und 
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durch 

JL 

dr 

in (3) ersetzt, so erhalt man fiir die orthogonalen Kurven die Differen- 
tialgleichung 

| r +(w(0+^ r )+(Mt)=o. 

1st <p der Winkel, den die Fortschreitungsrichtung 

dt 

dz 


mit der Richtung 

r= const. (eft=0) 
bildet, so erhalt man 


tan 2 ^ 


(W /AY 

(Qflt) \ dt )' 


Wir fassen unsere Ergebnisse zusammen in dem 
Satz 2: Die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dass 
Parameterkurven Minimallinien sind, ist, dass die Gleichungen 


(0A)=O, (8 t 8 x )=0 

fiir alle Wertepaare t , r identisch erfiillt sind. 

Zunachst haben wir den 

Satz 3 : Die notwendige und hinreichende Bedingung dafur, dass 
die Parameterkurven isometrische Linien sind, ist, dass fiir alle AVertepa- 
are 


U r 


die Gleichungen 

m) i m 

(w m ’ 

(«A)-o 


bestehen. 
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Sind ausserdem t und r thermische Parameter, so ist 

(6A)=(WJ- 

Bezeichnet man to als den Winkel, den der kleinste Abstand 
dp 
des 

(<» r) 

vom 

(t+dt, r+dr) 

mit dem kiirzesten Abstand im ersten Grenzpunkt (dr=0) bildet, so hat 
man 

coh ! o»— _ .Ml1*L _, 

(Ofi,) dt‘+(0&) dr* 

(0 X 6 X ) dt l 

8in‘w= \ x xj 

(5) Satz 1: Steht eiu Kreis auf zwei Kreisen S' und S" senkre- 
cht, so steht er auch auf alien Kreisen des Biischels 

S '—(> S" 

senkrecht, wobei /> der Parameter ist. 

Diesen Satz findet man im KLELN’schen Buch. a) 

Hier mogen wir ihn aber nach anderer einfacher Methode bevveisen. 
Ist j; senkrecht zu S' und S" dann folgt 

S S' =0, 
s S"=0; 

also folgt 

J (S'-P S")=0, w.z.b. w.. 

Satz 2: Stehen zwei Kreise £, rj im Ra aufeinander senkrecht und 
benihren sich dann miissen £ und j? zwei Punkte sein. 


Klein, F: Vorleaungen tiber hahere Geometric, dritte Autlage, Berlin (1926), S. 41. 
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Beweis ; Aus unseren Voraussefczungen folgen : 

(1) (S?)=o, 

(2) o, 

also muss 

(ff)=o 

und (^) = 0 

sein, w. z. b. w.. 

Es seien zwei Kreise 5 und im R, gegeben. 

Jeder Kreis des Buschels hat die Gestalt 

( 1 ) 

Wenn ( 1 ) Punkte bezeichnen, dann folgt: 

( 2 ) (i+X $)= 0 , 

d. h. (SS)+2 (s^) -J+ (^) ^= 0 . 

Wenn fiir jeden Wert von A ( 2 ) besteht, dann miissen 

! (ss)=°> 

to)=o. 

(W)-o 


Also miissen g und t) zwei Punkte sein. 

Man kann mit 

01 + ^2 O2+03 CI3 

zwei Punkte im R 3 bezeichnen, wobei a< drei Kugeln im R 3 darstellen. 
Wenn 


(a, a)=0, 
(a 2 a)—0, 
(a 8 a)=0 


sind, so folgen 
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0=a, ( a i aO+cti (a, aj+ck (a, a,)> 

(5) 0 =a, (a 2 a,J+« 2 (a 2 a 2 )+a, (a 2 a 5 ), 

0= a i (o» ai )+ a 2 (a» a ,)+03 (a 3 a,)- 

Da diese Gleichungen nebeneinander besteben miissen, bo iflt in der 
Tat 

(a, a,) (a, a 2 ) (a, a 3 ) 

(6) A- . =<>• 

(a, ®i) (a-, a 2 ) (o., a-,) 

(6) 1st unsere Bedingung. 

(6) Man kaan (I> auch die Theorie der Kreise und Kugeln auf die 
Theorie des Korrelationskoefizienten anwenden. 

(7) Sind zwei Kugeln g und Q auf eine Hilfskugel j, die j und t) 
gleichsinnig beriiht, gerichtet, so besteht der Kosinuswinkel 

cos ?=*=(?$) (bs) (ss)- 

Es gilt folgender Satz liber die Yorzeichen in variant© 
e=sgn (5 1 S n )(5 II J m )(5 ni E I ) 

dreier Kugeln £*. 

Ea ist z. B. e=—1, wenn die drei Kugeln sich durch stetige Aban- 
derungen im MoBius’schen Raume auf Punkte zusammenziehen lassen, 
ohno daas aie dabei in orthogonale Lagen kommen. 

Zu vier gegebeneu linear unabhangigen Kugeln g* [a=I,...lY] gibt 
es immer eine gmeinsame senkrechte Kugel ty, die wir definieren konnen 
durch 

0»*)H s'- s n > s m . S IV . * I 

wo fur * eine willkurliche Kugel eingeaetzt werden kann. 

Wir schreiben symboliach: 

S 1 . f> S m . S‘ T II 

und nennen das vektorielle Produkt. 

(1) Vergl. Matsumura. S.: On the Theory of Correlation, Journal of the Society of 
Tropical Agriculture vol. 4 (1932) p. 83, 213, Taihoku Imp. Univ., Formosa, Japan. 
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Fiihren wir ein aligemeines. System von solchen ftinf senkrechten 
Koordinatenkugeln ein, so konnen wir den pentaspharischen Koordinaten 
wieder eine allgemeinere geometrische AufFassung zu Grunde legen. 

Bei drei zueinander paarweise senkrecht gerichten eigentliche 
Kugeln j* 

[t H o £ T4 j] 

Kann man den Ausdmck 

1 * I 

(u *) 

dem Vorzeichen nach unvorandert lassen, wo fur * eine beliebige Kugcl 
mit 

(u *) ^0 

eingesetzt werden kann. Dabei ist u einer der beiden Schnittpunkte der 
drei Kugeln g* : 

[nu=«g a =0]. 

Das Vorzeichen von j hangt wesentlich von der Kichtung der Kugeln 
g* und von der Reihenfolge, in der sio genommen werden, ab. 

(8) Wir betrachten nun die beiden Ausdrucke 

(1) A •fp.pf und T # Vty> ( . 
wiedei> von denen der erstere wegen 

A > 0 

nicht besonders dufF&llt. 

Bekanntlich gilt nun der Satz, dass man ein solches Formenpaar 
immer durch eine lineare Transformation in das Eormenpaar 

(2) und TV1+TH 
ubertragen kann. 

•Und zwar geht dies im allgemeinen auf eine und nur eine Art, 
aber im Falle 
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(3) T* prop. A*’ 
auf unendlich viele. 

Schliessen wir den Fall (3) aus, so konnen wir auf eine und nur 
eine Art zwei Hilfskugeln durch St annehmen, so dass 

(4) A,!, = { 0 1 | und T ' 2=0 

sind. Ebenso konnen wir die Kugeln durch $ auf nur eine Art so 
wahlen, dass 

(5) !**«= j J ® J und T 1 *=0 

sind, wenn wir den Fall 

(6) prop. A* 11 
aussc hi lessen. 

Mit den Gleichungen (3) ocler (6) schliessen wir den Fall halbiso- 
gonaler Kreise aus. 

Zu einem voigegebenen AVinkelwert <p in 
cos *tp = p a p pf° i * 

gibt os nun im allgemeinen zwei Kugeln durch die $ unter diesem 
Winkel schneiden. 

AVenden wir auf 




die spezielle Transformation (3), (4), (5) an, so ergibt sich fur die zugehori- 
gen 


( 7 ) 


h = ±J±J 

< 1 f rpn_m» 1 f 11 f rpu_TO 


l)a ein gemeiusamer Vorzeichenwechsel von p x und p lx nur die Nor- 
mierung der Kugel ^ a g tt tindert, konnen wir uns etwa bei p x auf das 
Vorzeichen + beschranken und durch (7) sind dann im allgemeinen 
zwei Losuugen gegeben : AVir wollen sie dem Zeichen ■+* und — bei 
Pu entsprechend und r a nennen. 

Die winkelhalbierenden Kugeln \on <r a j* und r.j* sind dann durch 
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(8) ^==^ 5 a + r a s* und 

gegeben. 

Sie fallen aber nach (7) mit f und £ n zusammen. 

Da dies© Kugeln von <p gar niclit abh&ngen, sind die Winkelhal- 
bierenden fur jedes Kugelpaar (8) immer dieselben. 

(9) Die MoBiusgeometrie zweier sich nicht schneidender Kreise ist 
gleichbedeutend mit der nichteuklidischen Geometrie zweier Geraden. 
Denn zwei solche Kreise haben eine gemeinsame orthogonal© Kugel. 

Betrachten wir diese Kugel als die „ absolute Kugel die wir im 
MoBius’schen Baum adjungieren, um zur nichteuklidischen Geometrie zu 
gelangen, so werden die zu ihr orthgonalen Kreise Si und St nichteukli- 
dische Geraden. 

Wir hatten also die geometrischen Untersuchungen dieses auch in 
die nicht euklidische Geometrie verlegen konnen. 

(10) Es seien jc 1 , j TI zwei Kreise im K_. 

Fassen wir j 1 und j 11 als Funktionen der Veranderlichen t auf, 
n&rnluh 

dann folgt: 

(i) 


f (t £ u )=0 

it is“=o 

Sj 1 dt 0J 11 dt 


Diese Beziehung gestattet es, an der betrachteten Stelle 


to t) 


den Wert des Verhaltnisses 


*L. it 

dt ' dt 


zu berechnen, falls 


JL und - d L 

¥ *t 


nioht zugielch versehwinden. 
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Aus ( 1 ) folgt, wenn 5 1 , die Koordinaten eines gewohnlichen 
Kreispunktes sind und p einen Proportionalitatsfaktor 1st : 



Durch 


b dt 

ist der Beriihrungspunkt von 5 mit 
E + E dt 


dargestellt. 

Die Kreise 

1 r -§r * 

sind dann die Schmiegkreise der Kurve 



Gleichfalls sind dann 


_ f p _§L dt 
J 1 

die Schmiegkreise der Kurve 


Wenn man j 1 und j n als Funktionen der Veranderlichen und des 
Parameters r betrachtet, so ist 


5 I= /i ( f > T )> E n =/* (<> T )- 
Hier darf die Determinant© 


Z L AL-AL J>L 

dt dr dt dr 


nicht identisch verschwinden, da sonst zwischen j 1 und ^ eine Gleichung 
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bestande, und wir es mit einem Kurvenpaar, nicht mifc einer Kurven- 
schar, zu tun hatten. 

Die Funktionen j x und / 2 sollen innerhalb eines Wertbereichs der 
Veriinderlichen t und r als analytische Funktionen vorausgesetzt werden. 

Sind nun t und r zwei Werte innerhalb dieses Wertbereichs, so sol¬ 
len die Ausdriicke 

fx (t+At, t+At) und f 2 (t+At, t + At), 

falls man Jt und Jr absolut genommen hinreichend klein wahlt, nach 
ganzen positiven Potenzen von At und Jr entwickelbar sein. 

Ein Kurvenpaar ist durch die Gleichungen : 

s 1 —(<). (o 

gegeben. 

Die Orte der Mittelpunkte aller Sehnen der Kurven, die durch den 
Punkte (< 0 ) gehen, werden durch die Gleichungen bestimmt: 

i i =nm+/(r)}, s 

Die samtlichen Sehnenmittelpunktskurven werden daher durch die 
die Beziehungen 

f~lUm+mh F-ilfM+f/r)} 

dargestellt. 

Sind zweifach unendlich viele Kurven in einer Ebene gegeben, so 
kann man fragen, ob es ein Kurvenpaar gibt, das jede Einzelkurve der 
Schar beriihrt. 

Die Kurvenschar ist durch eine Gleichung von der Form 

m r )=° 

gegeben. 

Als notwendige Bedingung fur das Vorhandemsein einer Beriihrung- 
skurve ergibt sich somit die, dass aus den Gleichungen 

/(s l > r )*° und -^-=0 

> or 

£ und $ n als reelle Funktionen von r berechnet werden konnen. 
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(11) Seien j 1 , und 5 111 drei Kugeln im R., dann kann man mit 

g*[a=i, n, ni] 

zwei Punkte d. h. eine Gerade im R. bestimmen. 

Betrachten wir eine Geraden-Kugel-Transformation und wolien diese 
Transformation der Einfachheit halber mit S bezeichnen. 

Betrachtet man alle Beruhrungstransformationen in R-Raume, durch 
welche alle orientierten Kugeln in orientierte Kugeln transformiert wer- 
den, und bezeichnet man eine solche Transformationen mit 2, dann 
kann die zusammengesetze Transformation 

S 2 S - 1 

entweder als eine Kollineation oder als eine Korrelation betrachtet wer- 
den. (1) 

( 12 ) Setzen wir 

t)(0AU(V-A) 

anstatt 


E, F, G, 

dann kann man den allgemeinen Begriff der Riemannschen Flache in 
dem Fall der Kreisflachen untersuchen. C2) 

(13) Betrachten wir 

(1) A'Vvft-l, 

(2) co8Y=T«'Vv'(. 

wieder, dann kann man ( 1 ) nnd ( 2 ) in der Fonn 



schreiben. 

(1 ) Kubota, T. Finigc Bemcrkungen *ur LiE’schen Kngelgeometrie, Science Report of tbe 
TObolen Imp. Univ., toI. IX, S. 2. 

(2) Hurwitz-Coubant : Funktionen-Theorie, zweite Auflage, Berlin, S. 486. 
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Nun betrachten wir (3). Dana kann man nach Hebuite verstehen 

dass 

(A+S)- 1 (A-8) 

eine Matrix ist. 

S' AS 

ist dutch eine lineare Transformation invariant, wobei 
•==[>■> Pt] 

eine Matrix und S eine beliebige schiefsymmetrische Miatrix ist. 

Fiir (4) erhalten wir auch ftnliche Resultate. 

(14) Betrachten wir 

f={d t e t )dV+ 2(6 t 6 t )dtdT+(6 x 6 x )dr, 

A du + 2B du dv + Cdv*, 

dann stellt 

/= 0 

die Minimallinien auf der Kreisflache und 

/'-o 

ein anderes Kurvennetz dar. 

Wenn 
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Sollen die aus ihnen folgenden Werte von {6 u d v )' y {0 v d v )' die 

Bedingungen 


(W=A, (W=B, (W=C 

haben, dann folgt aus (I): 


f (0uOuYHM)[f-) 2 +W(>J~ %)*> 

dt dt 


( 2 ) 


du 

_>r_\_ 

dit du ^ 


(w-w);; -^-+m)(A > ^ v 
+ (W-* L * r , 

OIL OV 


*-)*+wo *- +(w' ^ j 


Es isfc also zu uutersuchen, ob es zvvei Fuuktionen t (it, i?) und r (it, 
u) gibt, die diesen drei simultanen partiellen DifFerentialgleichungen 
erster Ordnung und zweiten Grades geniigen, in denen die gegebenen 
Funktionen von it und r. (i d t 6 t ), (0,tf T ), (0 Z 6 Z ) bekannte Funktionen von 
t und r bedeuten. 

(15) Es sei 


( 1 ) <l8'=X(t, r)[(0 t e t ) dV+ 2(0A) dt &■+(*,«,) dr] 

das Quadrat des Linienelementes dor Flache. 

Wir setzen 


( 2 ) 


(MO __ b= __ _ __ 

Awkw-wj' A»mw-(oaY 

j _(W ^ J ._ 1 

vmxw-mr’ 


und fcetzen die Funktionen ( [Ofi t ), (Ofl x ), (d x d x ), a , 6, d stetig voraus. 
In der LiCHTENBTEiN’schen Arbeit wird durch 


(3) ll°g{t(<*X*-<)*-2d(£ ^( < - < "X r - r )+°( < » T X T ~ T f) 

eine in einem vorgeschriebenen Punkt in der <r—Ebene 
unstetige, den partiellen DifFerentialgleichungen 
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( 4 ) 





dv du y du 

-+ — 

dr dt dr 


geniigende Funktion u ( t , r) bestimmt. 

Durch Vermittlung der Funktion u ( t , r) + tv(£, r) wird ein zusammen- 
hangender Teil des Kreisfliichenstiickes C auf einem Teil einer £r-Ebene 
konform abgebildet; u ( t , r) geniigt einer gewissen linearen Integralglei- 
chung, die durch sukzessive Approx imationen gelost werden kann. 

(16) 1st 

F (t, r)=0 

eine Kurve auf einer Kreisflache, so soli jeder Punkt der Kurve senkrecht 
zu dem Bogenelemente der Kurve um die Konstante unendlich kleine 
Strecke dt verschoben werden. 

Fiir die Zuwachse dt und or von t und r erhalt man daher die 
Gleichungen : 

l(t,T) \{0fi t )dt' + 2{d t 6^)dtdr+ (SJ^dT 1 ) =dt ? ; 

. -F=0, 

d. h. 

(e t e t )dtdt+(d t o x )(dtdT+dT,:t)+(e&)dTd7=:0, 

oder wenn man setzt: 

dF ss =pdt -f qdz =0, 

die Werte : 


dt= 






di, 


,_ m)g-m)p _ ft 

0T v'WtmxwHwwaw- 

(1) Lichtenstein, L: Beweis des Satzes, dass jedes binreicbend kleine, im Wesentlichen 
atetig gekrUmmte, singularitiiten freie FlUchenstuck auf einen Teil einer Ebene zusam- 

* menhkngend und in den kleinsten Teilen tihnlich abgebildet werden kann. Abhond. 
'der Kgl. Preuas. Akademie von Jahre 1911. 

(2) Lichtenstein, L.: Zur Theorie der konforraen Abbildung, Extrait du Bulletin de 
L’Academic des Sciences de Cracovie (1916). 
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Bei Anwendung der Beziehung: 

H= A I 

v'xr 

ist daher: 

o'<=^ si, <5r= 

dp dq 

wo 

H -J WJp q+(W*¥ ~ 
r mwfx)-(wy 

ist. 

Die Zuwachse von p und q sind jetzt so zu bestimmen, dass 
d (pcft-f </dr)=0 

wird. Dann gehen je zwei unendlich benachbarte vereinigt liegende 
Linienelemente t,7,p,q und t+dtq + dq der Kurve in zwei ebensolche 
Linienelemente uber und die gauze Kurve als Linieneleraentgebilde 
betrachtet wieder in oine Kurve. 

Hieraus ergibt sich : 

dpdt -f- dqdz + (pd -f qd-^-^3 7=0. 

\ dp dq / 

l T nsere infinitesimale Paralleltransformation erscheint daher als eine 
homogene Beruhrungstransformation ini Sinne Lies. 

(17) Benufczt man die einander entsprechenden Kurvensystcrae auf 
S, und S., als Koordinatenkreise 

t=z const. 

und 

r=const., 

so mogen die Linienelemente ds { und ds, von S t und S 2 gegeben werden 
durch 


(1) 

( 2 ) 


<?«?=*, {{O t O t ) x dt'+ 2 (d,d^dtdr+(OJ x ) t dr), 
<fe| {( O,0,)jdt ! + 2(0,0^).jdidT + {6 x 0^)df}. 
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Dann stellt die Gleichung 

(3) 0 =a ll dt 2 -f 2a 1Jt cftdr + a^dr 2 

eine Doppelschaar von Kurven dar, deren zwei Tangenten im Punkte zu 
den Tangentenpaaren der Kurven 

<k* = 0 

und 

0 

in demselben Punkte harmonisoh sind, wenn die Koeffizienten a n , a l2 
und a# den Bedingungen geniigen : 

( 4 ) (Ofit)\ a x> 

(5) 0=(^) 2 a l .-W,)«.t+ (WK 

Durch Elimination von a,„ —a 12 und a, 2 erhalt man daher fur die 
TissoT’schen Orthogenalsysteme die DifFerentialgleichung : 

dt z —dtdz dr 1 j 

(6) (MO. (MO. (MO. | 

(MOi (MOi (MOi 

Diese Gleichung stellt, solange ihre Discriminante 

(7) [(MiKMOi-(M,)/M*^ 

- (MO/MOJ [(MO.(MO*-(MO/MO«] 

nicht identisch verschwindet, eine Doppelschar von Kurven dar. 

Da nun die Resultante der beiden Glcichungen ds f=0 und cfo|=0 
gerade derselbe Ausdruck A ist, so bedeutet J=0, dass die beiden Aus- 
driicke dd[ und dt% einen gemeinschaftlichen Factor haben, und die 
Rechnung zelgt, dass er genau gleich der Quadratwurzel aus der rechten 
Seite der Gleichung (6) wird, wenn A verschwindet, in ein vollst&ndiges 
Quadrat ftbergeht. 

•Man gelangt so zu dem LiE'schen Ausnahmefall, n&mlich, dass (6) 
identisch besteht. 
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(18) Betrachten wir fcwei Kreisfl&chen S und S', und denken wir auf 
S wiederum 

(1) A. ttf p a p f =l, 

(2) coB"<p—T° f p t p f , 
dann folgt: 

(3) cob y= +HPJ L. 

1 Y A'Y 1 ! +2A’ 2 |0 ,p 8 +AV 

Auch betrachten wir auf S' 


T>' + 2T> l/>J+ T>, 2 

(4) co8-^=--r-i-, 

A’V+2A> lf > : ,+AV 

wobei 

(5) A*V.iO(.=l 
besteht. 

Die liichtungen fur welche 

(6) cosY=cos 9 f> 

1st, sind mit 

(7) (T 11 ± T")p? +2(T 12 ± T"-) t o ]P . 2 + (T*‘ ± T*> 2 2 =0 
gegeben. 

Die notwendige und hinreichende Bedingung dafur, dass zwei Paare 
von obigen Richtungen harmonisch seien, ist 

(8) • (T 11 +T‘ , XT ,2 -T 22 )+(T-+T-XT M ~T n ) 

=*. 2(T 12 +T 12 XT 12 —T 12 ), 

d. h. 


oder 


p 1J2* ^12^2 _ rp iij*2 (T l *f 


Tux 22 —(Ti 2 ) 2 x 11 !? 22 _(X 12 ) 2 

A^A®—(A ,! )* ~ A^A”—(A’ ! )* ’ 
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Die Doppellinien von Involution dtirch Obige fcwei Paare von 
Richtungen sind mit 

c U 2 —didr dr 2 

rpil ipi2 rp22 
JM1 IJI2 1^22 

gegeben. 

(19) Die Torsionalinien sind (I) 

und die Minimallinien sind 


(d t 0 t )di 2 + 2(O t 0 x )dtdT+(O x e x )dT*= 0. 

Die Bedingung dafiir, dass das Doppelverhaltniss zwischen zwei 
Richtungen von (2) mit den Richtungen von (2) gleich r ist, ist 

9(1 - r)\eA){o t e x f{e x e x )={ 1 +r?L( W] x 

x [(*AXW-(W] 

(17) Betrachten wir nun : 

(1) p'p, A‘>=1, 

( 2 ) coB'y=p a p tl T*fi, 

so ergibt sich 

(3) cosy<l 
fur alle p^ woraus man 

(4) | | >0 

erhalt. 

(20) Ist der Kreis j im ^ imaginar, etwa 

(1) ( u 9 v: reell), 

dann zieden wir den konjugiert imagin&ren Kreis 

(2) i^u-iv 

in Betmcht. 


(1) Oghjra, K.: On the Theory of Bepresentation of Surfaces, Tdhoku Math. Journ. vol. 
12 (1917) p. 255. 
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Es muss dann 

gel ten : 

( 3 ) 

gg=utt— w+2uvi=l. 

so dass 


( 4 ) 

uu— w=l, XIV=0 

wird. 



Ware insbesondere 


uu=l 9 w=0 } 

dann wiirden g oder g in dera Punkte v auf dem Kreis u beriihrende 
Kreise bezeichnen. 

Drei sich in v beriihrende Kreise 


U, Yf=U + iv, Tj — U — W 

bilden ein Biischel. 

Nehmen wir etwa an, um eine festen Fall vor Augen zu haben, 
dass u ganz in dem Gebiet zwischen rj und liege. 

Dann werden alle Kreise <r, die tj beruhren, aber nicht durch 
gehen, fur die also gilt: 

HT=HY= 1 ; («*■) t l o 

d. h. 

d. h. 

(vtr) = ± if ( ua )= 0 , 

von u nnter demselben Winkel (f> geschnitten. Es folgt CI) daher: 


cos°^=(<m) ? =0, 


oder 



Fur den Winkel <p zwischen g und g gilt: 


(1) Thomsen, G. : t)ber konforme Geometrie IL, Abh. aus dem Math. Seminar der Iiamb. 
Uoiv. IV Bd. (1925) S. 126. 
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COB <p 


=_JS5/__ 

(ssXis) 


(u'—v'-f 2wvi) • (u 2 —t? 2 —2uw) 


1st $ ein Kreis und jc ein nicht auf ihm gelegener Punkt, so ist 
ty=2 (u+vi, £)£— (u+vi), 

der zu g in bezug auf den Kreis c inverse Kreis. 

Wenn gleich g ist, dann ergibt sick : 

u—iv=2(u+vi f £) (n + vi) 

d. h. 


d. h. 


u=(u+vi, ?)£, 


(£u)=(u£) + i(u ). 

Daraus folgt also: 

(£v)=0. 

Zwei Kreise g und £ beBtimmen ein Kreisbtischel, dessen 00 1 Kreise 
£ gegeben sind durcb 


d. h. 


Setzen wir 

so folgt 


£= a(u + iv ) -f {2(u — iv), 

C=(a+/3)u + (a-/?>>. 
a+l 3=A P a—/9=B, 
C=A-f Bt?i 


wobei A, B zwei Parameter sind. 
Nehmen wir einen Kreis 


j(<)=u(<)+«(<)* 

als JFunktion einee Parameters t an, so ist dadurch in der Ebene ein 
Kreisbuschel bestimmt. 
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Es gilt dann nach (jj)=1 : 

(uu) —(w)=l 

und 

uv=0 

als identisch in t, wenn wir die Ableitung mit t durch Punkte bezei- 
chnen. 

Durch 

da *=(uW 

und 

o = ± (uu )—( it) + 2.uv i dt 

isfc dann ein invarianter Parameter der Kreisschar bis auf Vorzeichen 
und additive Konstante bestimmt. 

Man setzt fur den unendlich kleinen Winkel dip zwischen j und 
dem Nachbarkreis %+%dt: 

tan-dp=d</>‘=dd\ 

Der Scharen mit 

(uu) — (w) +2wv i =0, 

d. h. 

( uu)=(w ), uv=0, 

bedeuten, dass sich konsekutive Kreise beruhren. 

Die Kreise u(t)+v(t)i sind dann die Schmiegkreise der Kurve 

u(t)+v(t)i. 

Sind die beiden Schnittpunkte von j mit dem Nachbarkreise, 
die beiden Eovelopenpunkte, so gilt; 

(bb)=(bsM*>S')=°> 

(bb)=(bs)=(bj / )=0. 


d. h. . 
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(bb)=0, (tm)=0, (tn>)=0, (t>u')=0, 

(bt>)=0, (bu)=0, (pv)=sO, (bu')=0, (bt/)=0. 

Aus (1) und (2) gilt: 

-f— ”" 1 > 

wobei D das Doppelverhaltniss von u, j, v, j ist. 

(5) («)=0 

ist die Bedingung dafiir, dass £, j senkrecht sind. 

Axis (5) folgt : 

(w+ir, 2v)=0 

d.h. 

(mu) + (w)=0. 

Wenn ein Punkt p auf £ liegt, dann folgt : 

(pM) + i(pr)=0, 

d. h. 

(6) (pu) = 0 und (pt>)=0. 

Aus (6) kann man ersehen, dass p auch auf £ liegt. 

(21) Die Gleichung fur Minimallinien lautet: 

(1) <fc*=- J— [m)dt ! + 2(0A)dtdT+(0&)dr’] =0. 

A[bT) 

Die Bedingung dafur, dass die Parameterkurven 
<=const. und r^cconst., 
selber Minimallinien sind, ist nach (1) 

( 2 ) (0 t 0 t )=(0 x 0 x )=sO. 

Die Gleiehung (1) ist vom zweiten Grad in dt: dr. Durch jeden 
Punkt der Kreisfl&che gehen daher zwei Minimallinien. 

Diese Linien sind zwar fur reelle Fl&chen bei reellen Werten fur 


(W(W (W 
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imagin&r, da die Diskriminante von (1) 

posit iv ist. 

Sie fuhren aber zu wichtigen, reellen Liniensystemen. 

Hierzu denke man sich die Glcichang (1) in ihre beiden konjugiert 
imaginaren Faktoren zerlegt; 

(3) Y=- 7 ==[(d l 6 l )dt+(e^)d: + iddT] 

v '{Vftt) 

+( e * e ') d7 ~ iddT l 

V A{V t Ut) 

Es gibt bekanntlich unendlich viele integrierende Faktoren, die einen 
solchen DifFerentialausdruck in ein vollstandiges Differential verwandeln. 

Kin solcher Faktor sei fur P gleich fi+iv und das zugehorige 
Differential da + id ft, wobei yt, v und a, ft gewisse reelle Funkfcionen von 
(f,r) sind. I>ann ist 

P (fi 4- iv) — du + id und Q (fi — iv)=da — id ft, 

also 

(4) <fe-=P.Q^Hrfa-+rfi , )> i'— --- 

fv + v’ 

Die Herstelluug dieser Form (4) fur das Linienelement erfordert 
also die Integration der Differentialgleichung (1). 

Die Kurven 

a(t, t)= const, und ft(t, r)=const., 

oder kurz a und ft besitzen eine charakteristische geometrische Eigens- 
chaft. 

Fiihrt man namlich a, ft an Stelle von ( t, r) als Parameter ein, so 
nimmt ds 2 die Form (4) an, die im Vergleich mit (1) dadurch ausgezei- 
chnet ist, dass der Koeffizient von dadft gleich 0 ist und dass die Koeffi- 
zienten von da 2 und dft 2 einander gleich sind. 
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Das erst© besagt dass die Kurvensysteme a, /9 sich orthogonal durch- 
schneiden, das zvveite, dass sich die Kreisflache durch die Kurvensysteme 
a, j3 in unendlich kleine Quadrate teilen lasst. 

Betrachtet man a, {3 gleichzeitig als rechtwinklige Koordinaten in 
einer Ebene, so folgt aus (4), dass die Kreisflache durch die Gleichungen 

a(t, r)=a, P(t, r)=p 

konform auf der Ebene abgebildet wird mit der linearen Vergrosserung 
i 9 wobei dem System der zu den Axen in der Ebene parallen Linien 
das Kurvensystem ft auf der Kreisflache entspricht. 

Da sich nun die Ebene durch die Linien a, {3 in unendlich kleine 
Quadrate teilen lasst, so gilt dasselbe von der Kreisflache. 

Wegen dieser Eigenschaft heisst das System a, p ein isometrisches 
(isothermes) Kurvensystem der Kreisflache und die Grossen a, [3 thermische 
Parameter. 

Daraus ergibt sich der Satz: 

Jede Losung der Differentialgleichung (1) liefert ein isometrisches 
Kurvensystem auf der Kreisflache, desscn Parameter a, j3 dem Linien- 
element die Formel (4) erteilen, also dio Kreisflache konform auf die 
Ebene abbilden. 

Entsprechend den unendlich vielen integrierenden Faktoren von (3) 
gibt es auf jeder Flache unendlich viele isometrische Liniensysteme. 
Um den Ubergang von einem solchen System zu einem anderen zu 
bilden, sei wieder p+iv ein integrierender Faktor von P und da+id(3 
das zugehorige Diffbntial. 

Dann ist bekanntlich der allgemeinste integrierende Faktor von P 
in der Form 

enthalten, wobei F eine willkiirliche Funktion bezeichnet. 

Setzt man nun 

P(yu-fw)F(a+ i{3) F(a+ ip)(da f idji) 

= dll(a +i/9) ass d A-f idB, 
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(5) d« 2 =I/(dA 2 -fdB') 

an, d. h. die zwei Kurvensysteme A, B bilden ebenfalls ein isometrisches 
System auf der Kreisflache. 

Da II ebenso willkurlich ist wie F, so hat man folgenden Satz: 1st 
(a, ft) ein isometrisches System, so erhalt man aus ihm unendlich viele 
andere isometrische Systeme (A,B), indem man—unter 7/ eine willkurliche 
Funktion verstanden— 


A+iB=//(a+i/3) 

setzt und in dieser Gleichung die reellen und imrginaren Bestandteile 
trennt. 

(22) Die quadratische DifFerentialform 


(0 t 0 t )di ! + 2(0 t 8 K )dtd7+(6 x 0 x )dT- • 

/WAHW 


ist invariant bei jeder beliebigen Inveraion (I) 

(23) Es inogen zwei Kreisflachen vorliegen ; ' die eine habe die 
Gleichung: 


£=£(<. T ) 

und die andere die Gleichung: 

£=£(*> *■> 

Indem wir bei beiden Kreisflachen die Parameter gleich bezeichnet 
haben, n&mlich mit t und r, ist schon jedem Punkte (t, r) der einen 
Kreisflache ein Punkt der anderen gesetzmassig zugeordnet. 

Fragen wir uns, unter welchen Bedingungen diese Abbildung konform 
ist, so sind 

(0 t 0 t ) dt 1 +2 (6 t 0 x )dtd- +(0 % 0,)dr*= 0, 

(WtW+ 2(<9^)d^r+(<9A>ir 2 ==0, 

die Minimallinien beider Kreisflachen. 

Dies tritt dann und nur dann ein, wenn 


(1) Rothe, R. *. Inversion und konforme Abbildung von Fl&chen, Math. Ann. Bd. 72 
(1912) 8. 57. 
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m ): (W: (M0-(*A) • (*A): (W 

ist. 

Also gilt der 

Satz : Um zvvei KreisflAchen konform aufeinander abzubilden, hat 
man solche Parameter auf beiden Kreisflachen einzufuhren, in denen 
das Verhaltnis: 

m) : (*A) : (W=m) : (*A) * («A) 

ist. (1) 

Alsdann entsprechen diejenigen Punkte beider Kreisfl&chen einander, 
die zu denselben Parametenverten gehoren. 

(24) Man erkennt aus meiner Arbeit/ 8 * leicht die geometrische 
Bedeutung von c der THOMSEN’schen Arbeit, denn 

c' _ dp 
c da 

beBteht. (4) 

(25) Betrachten wir in dem Falle 

cos ?<ps=1c\ (k= const.) 

dann folgt 

(T n - FA l >?+2(T‘-- k*A} 2 )p iPi + (T a - VA*)fi=0. 

Wir ordnen nun der binaren quadratischen Form 

(1) (T I -FA ,I >*+2(T^^ 

denjenigen Punkt zu, dessen homogene Koordinaten 

(T 11 —KA 1 /): (T ,2 -FA 12 ): (TF-VA") 

sind. 


(1) NEua^AKN, C.: Zur Tbeorie der konformen Abbildung einer ebenen Flache auf eine 
Kre^fittche, Math. Ann. Bd. XIH (1877-78) S. 573. 

(2) Matsumura, S.; Dber Fliichen und Kurved (1), Faculty of Science and Agriculture, 
, Taihoku Imp. Univ. vol. V v 1932) p 58. 

(3) , Thomsen, G.: Dber konforme Geometrie II, Abb. aus dem Math. Seminar der Hamb. 

Univ. Bd. IV (1925 ) 6* 127. 

(4) BUSCHKE, W.; Vorlesungen fiber Differentialgeometrie III, S. 103. 
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Ea entspricht dann jeder Form ein bestimmter Puakt im R r 
Umgekehrt entsprechen irgend einem Punkte 

T' 1 —FA" : T 12 —FA' 2 : T 22 —FA 22 

die unendlich vielen Formen 

^T" - k-A")p, + 2p(T'-—FA ,2 >,o s + p(T s - FA 22 )?! 

wobei p jedou beliebigen reellen Wert erhalten kann. 

Wenn die Determinante D der Form 

(T n —FA" :T ,2 -FA ,2 :T '-k A 22 ) : 

P=(T' 2 -FA W )‘ , -(T"-FA"XT , -FA 22 ) 

verschwindet, so kounen wir ^ so bestimmen, dass 

T"—FA" : T' 2 —FA’ 2 : T^-FA^l: -X: F 

d. h. 

a:b : c=l: -1:F,woa=T"-FA," 6=T'--FA,’- 
c==T’ 2 —FA, 22 

Also ergibt sicli: 

(3) pt : - ‘IpXr+~pX’T , =~p(t - Xrf. 

Betrachtea wir eine beliebige Buscheltransfarmation 

(2) t=at'+pT', r^'+dr 2 , 

dann geht eie Form (1) in die Form 
a' p n +26 / //r / +cV 2 

uber, wo 

/ a'=(T" -FA’V+2(T ,! - FA 12 )^+(T^-FA 22 )^ 

(4) | b'— (T" — FA")<^3+(T 12 —FA ,2 Xad+/9j-)+(T 22 —FA“)pd r 

c'=(T n - k A")/3 ! + 2(T 12 - FA ,2 )/3d+(T 22 -FA“)d 2 

isb 
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Es wird demnach durch die Transformation (2) jedem Punkte (a, b } o) 
oin bestimmter Punkt (a', b' y c') zugeordnet, und ein Blick auf die Glei- 
chung (2) lehrt, dass die durch diese Zuordnung vermittelte Umformung 
der Ebene eine Kollineation ist. 

Durch die Transformation (2) wird (3) in die Form 

-■ ( r t'+^)Y=p(a- r Ay{t' - r')* 

ubergefiihrt. 

Dem X entspricht also vermoge der Kollineation (2), wo 

j L, 

-r *+« 

( 5 ) 1 

y 

ist. (1 > 

Eine einfache Rechnung ans (4) ergibt hier 

a' c'-b'-=(ad- t 3 r y ( cic-b’) ; 

wenn 

ao — fty =: ±1 

ist, dann sind beiden Diskriminanten gleich. 

(26) Hier wenden wir uns zu den charakteristischen Eigenschaften 
’der Kugel. 

Den Kennzeichnungen der Kugel, die ich vor mehreren Jahren und 
Tor kurzem gefunden habe, will ich hier einige weitere folgen lassen. 

Es seien 


R„ R, 

die Hauptkriimmungsradien, 


und 


8~— 3i»jj?—R| Ri 


(1) Vergl. Frobeniuh, G. . Uber die Reduktion der indefiniten binaren quadratinchen 
Formen, Sitzungsberiehte der Koniglich preussischen Akadamie der Wissenschaften 
YXCI (1913) s. im 



BEITRAGE ZUR GEOMETRIE DER KRElSE UND KUGELN (ll) 203 


H 

dio Stiitzfunktion der jeweils betrachteten Eiflache. 

Mit grossen Buchstaben bezeichne ich iin folgenden diejenigen Glei- 
chungen, aus denen ich schl lessen werde, dass die ihnen geniigenden 
Eifl&chen Kugeln sind. 

(A) p^aW+bR+c, a> 0,6>0. 

Dann gilt fiir die Oberflache O, das Integral der mittleren Kriim- 
mung M und des Volumen v bei Integration von (A) uber das 
spharische Bild 

0= J pdw=a J H 2 dw+&M+47rc, 

3r= $ H pdw=a $ H dw+b $ ITdw + c M, 
nach der Ungleichung von H. A. Schwarz also wegen a^> 0: 

3i^“ — ( R-’dw+b $ K-dw+cM. 

4r 


OM=aM J H’dw + 6M 2 + 4rcM, 
nach H. Minkowski : 

^>. 12at ^>a M ] H'dw + 4t& $ Hrdto +- 4rcM, 


also wegen 


a>0, 6>0 

nnd dor SonWARz’schen Ungleichung 
M 2 ^4t $ R dw^W. 

Es muss also 


OM=12;rv 

sein, was nach Minkowski nur im Fall der Kugel richtig ist, w. z. b. w.. 
(B) p=aH.+b, 0. 

Daraus folgt 


Os=aM+4r& 
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3 v=a $ H 2 dw+ 6M^—— + 6M, 

also wieder nach Minkowski 

OM=aM i +4tf6M 

> 1 2nv^>aM . 1 +4^6M, 
woraus sich wie in (A) die Kugel ergibt. 

(C) p=<wH. 

Hier ist 


0=a J sHdw, 

andererseits ist nach Steiner und Minkowski 


0=1 $ sKdw, 


also folgt : 


Nun ist 


«H=2p=2R, 

2 



9 


d. h. 


H Hr 

wobei nur im Falle 

Ri^Rj, 

d. h. im Falle der Kugel, iiberall auf der Flache das Gleichheitszeichen 
stehen kann. 

Andererseits ist aber nach Minkowski 

M=| $ *d Wmm S 5 *dw=M; 

es gilt also tats&chlich stets 
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d. h. wir haben wieder eino Kugol, w. z. b. w.. 

(D) p=CL8+UH., 6^>0. 

Jetzt wird 

0=2aM + &M=M(2a + 6). 

3v= J p\ldw=2aO+b J H 2 dw 
= 2aM(2a + b) -f- b J IP dw. 

Nun ist nach Minkowski 

M ^>4rO=4;rM( 2a + 6), 

also 

(*) M>4;r(2a + &). 

Andererseits ist ebenfalls nach Minkowski 
0=M*(2a + 6)^3vM 
= 2aM(2a + 6) + />M J Wdw, da &>0 : 

>2rt(2a+6)M'+6M M ' 

4rr 

also nach (*) 

>(2a+6)‘M\ 

Es miisson also iibemll die Gleichheitszeichen giiltig sein, z. B. auch 
in (*), d. h. 

M=4tO 

was nur fur die Kugel richtig ist, w. z. b. w.. 

(E) p=as + bn’ y b^> 0. 

Es ist dann : 

0=2aM-f6 $ H- dw, 

3v=2aO+ b J IP dw 
= 4crM + 2 ab $ IP dw + b J IP dw. 
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Nun wild. 

0 5 =4a'M 2 +4a6M $ H* dw+b*( $ H 2 dwf 
^3»M=4a’M 2 +2a6M J H- d»+6M J IP dw, 

also, da bf>0, ist, 

(**) 2aM S K : dw+b{ 5 H 2 dwf $ H 1 dw. 

Nun ist aber uach der ScHWARz’echen Ungleichung 

M S H dw= \ H dw. $ IT dw^[ J H^IFdwp 
=( J H 2 dwf 

xmd 

t H 2 dw^™->0=2aM.+b 1 H 2 dw, 

~~ 4 t 

68 folgt also daraus (**): 

2aM+6 $ H 2 dw^ S H 2 dw^^L^O =2aM+6 $ Wdw. 

4tt 

Es gilt uberall, z. B. auch in 
M 2 ^4t O 

das Gleicheitszeichen, (n so dass es sich Minkowski wieder tun eine Kugel 
handelt, 1 (2) w. z. b. w.. 


(1) Vergl. Matsojcna, 8.: Uber charakteristische Eigen schaften der Kugel, die jetzt 
ussier der Presse in Tfthoku Math. Journal ist. 

(2) Vergl. Nakajima, 8.: Uber charakteristische Eigenschaften der Kugel; Tfihoku 
Math. Joum., voL 26 (1926) p. S61. 



Ueber Flache und Kurven (II) 


SAji Matsumuea 


(Accepted for publication, Jmuary 20th, 1933) 


(1) Ueber die Deviation ebener Knrven 


Bezeichnet man nun den Winkel zwischen der Tangente und der x 
Achse mit r, so sind (1> 


(i) 


dx dv 

— —cos r, —^=sm r, 
ds ds 


dr __ 1 f ds 

d»~ fK 8 )’ ' 


tan. 

CIS 


Somit erhalt man die Parameterdarstellung der Kurve: 


WHttwI*’ 

( 2 ) < 

x=f jsin f —— 8 Ids. 

J ( J 3 J tgipds J 

Benutzt man die GAUsesche Darstellung der komplexen Zahl durch 
den Punkt auf einer Ebene, 


( 3 ) 

Nun seien die beiden Ebenenkurven durch ihre naturlichen Glei- 
chungen 

(1) Matbumubba, S.: Ueber FISchen und Kurven, (1); Memoirs of the Faculty of 
Science and Agriculture, Taihoku Imp. Univ., Formosa, Japan, Vol. V., No. 3, p. 68. 
[Mem. of the Fac. of Sci. and Agr., Taihoku Imp. Univ., Formosa, Japan, Vol. V, No. 7, 
April, 1983.] 




Yt9f3T ds. 
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(4) />=/>(«)> p-p{») 


gegeben. 

Dann erh&lt man als Gleichungen der Kurven 


( 6 ) 


(<r=x+iy= 


Y=x+iy= 



da 

3 \ tgfda dg) 
da 

3 5 iQ(fd8 d8. 


Nun betrachten wir eine Kreisverwandtschaft, welche durch Trans¬ 
formation der komplexen Zahlen 


(«) «^-/5r=4=o 

r<r+o 

dargestellt wird, wobei a, ft, y 9 d komplexe Konstanten bedeuten. 

Dann ist (6) nicht anderes als eine MoBrussche Involution zusam- 
mengesetzt mit einer Bewegung. 

Bezeichnet man namlich die Gleichung der Ebenenkurve mit 


9=V(»)> 

wobei p den Krummungsradius und 8 die Kurvenl&nge bedeuten, dann 
bleibt 


durch MoBiussche Involution unge&ndert, wahrend sich sein Vorzeicher 
durch Inversion ftndert, wobei d8=pdl ist. 

Gleiches gilt fur 

I— 008 9 ^ 3siny> ^ P dip 2 p 2 / dip \ 2 

6 sin ip 2 cos <p sin 2 ip ds 3 sin 2 tp\ d8 / 

p* h v (*v y 

6 sin*^ ds* 24 cos tp sin 8 ^ \ d8 ), 


tan yss^- ijjP- ist. 
da 


denn 
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Auch gelten die folgenden Satze. 

Damit die beiden Ebenenkurven, welche durch 

?=¥>(*)» P=p( e ) 

gegeben Bind, durch eine MoBiussche Involution und eine Bewegung 
zueinander fiberfiihrbar seien, ist es notwendig und hinreichend, dass in 
den Punkten, in denen die Zuordnung durch 

tan ip . (cM) 2 =tan ip {dXf 

definiert ist, die Invariante I den gleichen Wert hat. 

Damit sie durch eine Inversion und eine Bewegung zueinander fiber- 
fuhrbar seien, ist es notwendig und hinreichend, [dass in den Punkten, in 
welchen die Zuordnung durch 

tan f (<&)*=: tan ip (dXf 

definiert ist, die Invariante I den entgegengesetzt gleichen Wort hat- 
Satz: Bezeichnet man 

tan ip (cM)’=tan <p(dXy 

definiert ist, die Invariante I den entgegengesetzt gleichen Wert hat- 
Bezeichnet man 

Jl/±3 tan p dX 

als Inversionsparameter p , so kann die Relation 

± i=</>(p), 

als natfirliche Qleichung der Ebenenkurve in der .In version sgeometrie* 
betrachtet werden. 

Wenn die beiden Ebeilenkurven mit den natfirlichen Gleichungen 

?=?(«)> ?=?(«) 

durch eigentliche LAGUEBREsche Transformation ineinander fiberfiihrbar 
sind, dann gilt 
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p tan <p • {dky=p tan ip • (dXf, 

wenn sie durch uneigentliche LAGUERREsche Transformation ineinander 
uberfuhrbar sind, dann gilt 

p tan <p • (dX)*=-p tan y? • (cS) 2 . 

Das Gleiche gilt auch fur die Invariants : 

I— ® P 008 V oty? 3 tan <p ^_ 1 _ 

36 sin s <p ds 4 p 3 p tan ip 

__ 4 p / dip p d'f __ 3 

9 sin 2 \ da / 9 sin*y ds 2 sin 2 f ds 

•wobei die Differentiation in Bezug auf s zu nehmen ist. 

Damit die beiden Ebenenkurven durch eine eigentliche Laguerre- 
sche Transformation zueinander uberfuhrbar seien, ist es notwendig und 
Ihinreichend, dass in den Punkten, in denen die Zuordnung durch 

p tan <p • (dXf—p tan ip • (dX)* 

definiert ist, auch die Beziehung 


l=! 

gilt. 

Damit die beiden Ebenenkurven durch eine uneigentliche Laguebre- 
flche Transformation zueinander uberfuhrbar seien, ist es notwendig und 
hinreichend, dass in den Punkten, in denen die Zuordnung durch 

p tan, ip • (dX)*= — p tan ip • (cH)* 

definiert ist, auch die Beziehung 

I=-I 


Silt/” 

t(l) Yergl. Kubota, T.: BeitrSge *ur hronionsgeometiie und LAGUERBBgeometrie, Japan* 
Journal of Mathematics, Vol, I (1924) p» 41. 
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W. Blaschke hat in aeinem Booh (Vorlesungen fiber Differential- 
geometric 111, S. 100) 

b'=b(g+g) 

gewonnen. 

Hier konnen wir diesem b geometrische Bedeutung geben. In dem 
Falle, daB die Brennlinien durch Reflexion in einer Ebene, und der leuch- 
tende Punkt im Unendlichen liegen, dann wird (1) 2 

,= -M—:r «-r+^fy 


wo ip den Winkel zwischen dem einfallenden Strahl und der Normale » 
einer ebenen Kurve bedeutet. 

Also folgt 


r=| i o(~tan <p -cos ^>+sin tp), 


oder a us tg<p=^—^ folgt 
da 


d. h. (7,) 


da __ 1 dp 

dt 3 tg ip dt 9 

*=_J_ it, 

3 tg ip dt 


wo v die Geschwindigkeit des Korpers in der Bewegung langs ebener 
Kurven und t der Zeit bedeuten. 

Aus (7,) folgt 



9 pig*ip 


wobei N die Komponentenzerlegung der Beschleuningung langs Normals 
ist CS) 


(1) Stabler, £.: Ueber Brennlinien durch Reflexion, Zeitschrift fttr Math, und Natur 
wissenschaftlichen Unterricht, 89. Jahrgang, 2 und 8 Heft (1906) 8. 129. 

(2) Booth, E. J.: A treatise on Dynamics of a particle, Cambridge (1888), p. 12. 
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Das voin Mittelpunkt des dem a gehorenden Kreises anf die Potenz- 
linie gefallte Lot besitze die MaBzahl ± h, dann folgt y> 

Jt _ . 3fr>.J»*+ . 

9 36 <p>+ . ’ 


wo 8 die Bogenl&nge der ebenen Kurve und p der Kriimmungshalb- 
messer sind. 

Nun *> 


r—p= 


1 

6 p % 


d.8 


also: 


T -P=-7r L -r *9 v- Ja "+ 

3 p 


Die Koordinaten x, y der gegebenen Kurve (K) seien also Funktionen 
der Bogenlange 8 der Kurve betrachtet und durch die Gleichungen 


x=M*)> y=fl») 

festgelegt, wobei x, y die rechtwinklige Koordinaten des Kurvenzugs 
sind. 

Wir betrachten einen gewonlichen P auf (K), wo 8=s ist. 

Durch den dem «==«+gehorenden Punkt P' (', yf) werde eine Ge- 
rade parallel zur Kurventangente in P gezogen. 

Diese Gerade wird, da P kein Wendepuukt ist, die Kurve in einem 
dem Punkt P benachbarten Punkt P" (x", y”) schneiden, welcher dem 
Werte 8+J's gehoren moge. 

Da die Strecke P / P // der Tangente in P parallel liegt, haben wir: 

{f l (s+J»)-U»+J'e)) &(s)- <//«+zfe)-/,(«+ J's)}Ma)=0 

oder: 


+i<//"(*) £(')-//"(•)/,'(*)) (M-*s)+ .=0 

und nach Division mit Js—d's: 


(1) Liliesthal : Vorlesangen fiber Differentialgeometrie, I. Leipzig (1906) S. 67. 

(2) 1. o. (1) a 1. 
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-J_(Ja+J / «)+-- 1 _ *f-(J»°+Ja.J'»+J'*‘)+ .=0, 

2p bp- as 

wobei p der Kxummungshalbmesser ist. 

Hieraus ergibt sich 

J'S + J8<=— -?-& + .. 

3 p ds 

d.h.<*> 


so ergibt sich 


J's+J8=s-1— tan <p (Js) 2 + 
P 


im jVA+lL 

>=0JA As ) 


lim 
As 


tan ip . 


Wir betrachten den Fall der Bewegung einesPunktes in der Ebene. 
Durch einen festen Pnnkt o legen wir als x~ und y— Achsen 
parallel zu der Tangeate nnd zu inneren Normalen der Bahnkurve des 
Punktes. 

Diese Achsen rotieren um o mit der Winkelgeschwindigkeit i, wenn 
X der Winkel der Tangente an die Bahnkurve mit einer beliebigen festen 
Richtung in der Ebene ist. 

Bezeichnet 


t>=s3 tan <p 


ds 

dp 


die Geschwindigkeit des Punktes, s das zur Zeit t durchlaufene Bogenstuk, 
p den Krummungsradius der Bahnkurve, so haben wir 

ds 0 , ds ds 

vss -=3 tan <p —, p== —— ; 

dt r d P ’ 1 di 

die Winkelgeschwindigkeit der Achsen l&sst sich demnach in der Form 


3' tan ip- 


ds / 


dp/p 


schreiben. 


(l) l.o. (l). 
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Da die Komponenten der Geschwindigkeit in Richtung der Bewe- 
gungsachse v, o Bind, so folgt daraus, dass die Komponenten der Beschleu- 
nigung in Richtung der gleichen Achse v und 


* m, 


Bind. 


Wegen 


i— __ ds dv dv 
dt dt ds ds 


o ds dv 

= 3 ig<p - -— 

dtp da 


so ergibt sich, dose die Beschleunigung des bewegten Punktes in Rich- 
tung der Tangente der Bahnkurve die Grofie 


** 
ds 




in Richtung der innern Normalen die Grofie 



hat. 

Die Komponenten der Beschleunigung des Punktes in Richtung der 
Tangente, Haupt-und Binormalen 


Es sei 


. , dt d U dt \ (3 iW-%-) 

3 tW ~dP lt \ 3 *<%)> - - d £- 

’ P 


f(*> y)=° 

die Gleichung einer analytischen Kurve (M), die ein konvexes Oral bildet, 
and 40 sei femer <p der Winkel der &a6erea Normale gegen die X— 
ASihse.- 

Es werde waiter mit 
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P= 



do 


der positiv gerechnete Krommnngsradius von (M) im Punkte x, y be- 
zeichnet; dann bestehen fur die Punkte von (M) die Gleichungen 


dx 

dtp 

M. 

dp 


= -['1^..in 
Jo V 

•« f — • COS p. 

Jo V 


<p> 


Spezialisieren wir die Lage des Koordinatensystems dahin, dass die 

X— Achse (M) im Punkte x—o beruhrt und daher </ = —— ist, so hat 

2 

der im Koordinatenursprunge (M) funfpunktig beriihrende Kegelschnitt 
eine Gleichung in der Form 

y=J (Ax"+2Bxy + Cy 2 ). 

Setzt man 

3 tg<p do 

- — Pit 

v dip 

und 

d ( 3 tgy \d% 3 i&p d } % __ 

dp\ v ) dp v dp? 

so lassen sich die GroBen A, B und C durch die Werte ausdrucken, die 
p> pi «nd pi 

im Oakulationspunkte besitzen, und erhalt man 



n—. £ (P+f* p\ 8 pp t 

9 ? 

Es gibt eine einzige Parabel, die durch das Verschwinden der De- 
terminante 
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AC—B 2 


bestimmt ist, wahrend 

AC—B 2 >0 

den Ellipsen, 

AC—B 2 <0 

den Hyperbeln der Schar zukommt. (1) 

RolJt eine Kurve auf einer Gerade ab, so gestalten sich die Formeln 
nach einer Bemerkung von R. de Saussure besonders bequem, wenn man 
fur die rollende Polkurve die naturliche Koordinaten, d.h. Bogenlftngp 
8 und KrGmmungsradius p, fiir die Rollkurven dagegen rechtwinklige 
Koordinaten x, y benutzt, wobei die geradlinige Polbahn die x -Achae und 
zu Anfang der Bewegung (fiir 8=0) der Drehpol der Anfangspunkt sei. 
1 st namlich das Bogenstiick 8 der Polkurve : 


p=<p(8) 

auf der x -Achse abgerollt, und wird das Abrollen um das Element weiter 
fortgeaetzt, sodass sich die Polkurve weiterhin um den Kontingenzwinkel 
ds: p dreht, so andern sich die Koordinaten x, y eines mit der Polkurve 
fest verbundenen Punktes um Elemente dx, dy, fiir die sich aus einer 
Figur sofort ergibt 


3 i 


tan tp 


, d* . 


dabei entsteht eine Rollkurve y=J(x). 

Es rolle eine Polkurve auf der Gerade (x— Aches) ab. Dabei beschieibe 
ein mit ihr fest verbundener Punkt eine Gerade 

y=sax+a. 

Die naturliche Gleichung der Polkurve geht dann in der Form 
3j tan <pd$—ajB—a=0 

hervor. 


(1) Bqhmer : Ueber elliptiscb-konvexe- Ovale, Math. Annalen Bd., 60 (1906), 8. 266. 
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jL.+JL=i 

a fi 


die Qleichung der Rollkurve, so foJgt fur die Rollkurve die natiirliche 


Gleichung 


£ , 9 (S ig<pdsy _. 
a~ fi 


Die natiirliche Gleichung der CESAROschen Kurven von Index n hat 
nach E. Cesaro die Form 


n—1 J 


daraus folgt 






Die Evolute der Evolute einer ebenen Kurve nennt man die zweite 
Evolute dieser Kurve. 

Die Evolute der zweiten Evolute 1st die dritte Evolute u.s.\v. (vergl. 
CESAROsche Buch). c,) 

Es seien s n9 p n und <p n der Bogen, der Kriiinmungsradius und die 
Deviation der n-ten Evolute der ebenen Kurve in einem gegebenen 
Punkt, dann erhalt man 

dp n _ dpn-i _ __ d p 

tan <p n .p n tan <p n _ x *p n _ x . tan <p - p ' 

Ein Punkt (x, y) im R 2 beschreibt einen Teil der Eilinie und wir setzen 

(*=* (?), 

(7) j , X 
(y=y (?)> 

wobei x, y stetige, diffbrenziable und monotone Funktionen bedetiten. 


(1) PoWalewski, Q.: CesAbo, Vorleaungen Uber natiirliche Geometrie, 1926 8. 35. 
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Aus (7) erhalten wir 

(8) d8=v / x'(y>y+!/'(¥>y <fy, 

wobei 8 die Bogenl&nge bedeutet. 

In den Gleichungen (7) bedeutet der Parameter <p dann und nur 
dann die vom Punkte (f=0) aus gemessene Bogenlftnge der Kurve, 
wenn far jeden Wert von <p die Gleichung besteht: 

Alsdann konnen wir ip mit r bezeichnen und unter vf((p) und y'(ip) 
Kosinus und Sinus eines langs der Kurve veranderlichen Winkels 
verstehen: 

x'(f)=x'(*)=cos r, ^/(«)= (f/{8 )=sin r. 

Der Winkel r ist eine Funktion von S. 

Nun konnen wir schreiben : 

x=x(«)=J cos r(«)ck, 
y=yW=f 8in r(«)cto. 


(2) Ueber zwei Flachen, die eine Beziehung zueinander haben 

( 1 ) 

In dieser kleinen Note mochte ich zwei Flachen studieren, fur welche 
das Strahlensystem, welches von den gemeinschaftlichen Tangenten dieser 
zwei Fl&chen gebildet wird, ein Normalensystem ist. (1> 

Es seien die zwei Flachen j (u, v) und jc (u, v). 

Nach unseren Yoraussetzungen fiber j (u, v) und $ (u, v) sind sie 
zwei M&ntel der Zentralfl&chen einer Flache, und aus einem wohl- 
bekannten Satz in der gewohnlichen Differentialgometrie ergibt sich, dass 
diejenigen FlfichCnkurven, l&ngs deren die beiden Flachen von den 

(1 ) Nakajima, 8.: Ober zwei Flicben, welche eine Beziehung haben, Tdhoku Math. J, 
VoL SO, 38, 86. 
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gemeinschaftlichen Tangenten beriihrt werden, geod&tische Kurven auf 
der einen bzw. anderen Flache sind. 

Daraus folgen die Beziehungen : (1> 

^S«.+ *S«+5»=° 

wobei 

GE,—FG„ 
hGi-FE, ’ 

ii EG-F' 

5 E„F-G U E 

flind. 

Betrachten wir wie oben zwei Gleichungen : 


a) 


X« H 

^ X« "b ^ x»—^ 


wobei 


(X« X^> 

( 2 ) ] 

(x# X« 

bestehen, ( *> dann folgt aus (I) : 


( 3 ) 



iw +-~~x«+~y~x« == 


AM. 

(4) s«.+s»+(-j rX + (x + 'rX =0 ' 


(4) fat ikyperbolisch in einem Gebiete (u, t>) -Ebene. 


(1) Nakajima, S.: Uber zwei Fl£chen, welche eine Beziehung haben, Tdhoku Math. J. 
Vol. 9ft, 88, 36. 

'2) Hurwitz-Coubant : Funktionentheorie, Berlin (1225), S. £79. 
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Die durch 

(5) —du dv+dv 9 =0 

definierten Charakteristiken bilden jetzt zwei reelle Scharen 

(6) y>(u, t>)=const, <p(u 9 i>)=const. 

Mittels der Transformation 


(7) v), y=<p(u, v) 

wird (4) auf die ,, Normal form* ‘ gebracht, Welche, wenn wieder u, v statfc 
£, 7) geschrieben werden, lautet 




Die Charakteristiken von (8) sind die Parallelen zu den Koordinaten- 
achsen 


u= const., v= const. 

Der zu L(?t) adjungierte DifFerentialausdruck ist 

< 9 > 

Dann wird (Ii 


5 5 (0L(Z)~ZM(0))ekd« 


= — Pdu)-f- $ T?du, 


wobei 


( 10 ) 




st. 


fl) Pascal, £.t Eepertorium der hflheren Analysis (1929) 13, Leipzig und Berlin, 8. 

11 &. 
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( 2 ) 

Sei j ein Punkt im It* und j eine Loeung von 

(1) 0„+-y-0 B + -^=O, 

und setzen wir 

( 2 ) l*=p' a '> lv=q'P 
dann folgt: 



Setzen wir 


f JLrft- r _Lrf« 

( 4 ) &.=«" x •«» &=«"* x 

dann ergibt sich anstatt (3) 

( 5 ) >-=V. . 

wo m und n zwei Funktionen von u und v bedeuten, so dass 



bestehen. 

Aus (5), (6) folgen : 

( 7, 

< 8 > 

d. h. me ~ 5 * —nae *• 


Also folgt aus (7), (8) 



b6ji matsumtjba 


(9) 


und aus (4) 


C JLdu C - 0 _dv ? 

g“J ^ Ot~" ^ * 

ergibt sich 


( 10 ) 



( 3 ) 


Weil 

( 1 ) 


HL+.1L+JL -o 

0W017 0tt 017 


gegen 

(2) M'=f,(w, v), v / =f 2 (w, 17), 

invariant ist, so folgfc aus (2) 


( 3 ) 


ve 


0W / 017 / 




«_ + JL=o, 

0t/ 0t7 / 


wobei 


( 4 ) 


0=A 


2^= 


du' du' 


0a 

0a 7 


0t7 

0t7 / 


0U 0t7 

du 017 


0^ 

0U 


0l/ 
017 ' 


Bind. 

Also folgt, dass, wenn fzwei Losungen von 
Xdu dv=0 

Bind, (I) invariant ist. 

Betrachten wir nun 
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_?sJsL.jA 

Su 3t) 2 d 


wobei /i, J zwei Funktionen von u, v und 


d_ 

dv 




sind, dann folgen aus (I) 


dh 

dv 





( 4 ) 

Setzen wir 

(1) <L+-y-0„+^-0.=O 


in die Formen 

( 2 ) 

dann folgen 


( 3 ) 


\ &VV 38 



“(~r). + "F 1 (°^«+ a i a i j*-> 

I f"(T'rT =W “ +flA "T 


. Au — K+G 

1 ,--, 




Aus (3) folgen 
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m 

_ , a 1 _ 

if If \ 

• «*- 

Unsere Integrabilifc&tsbedingung von (3) ist 

M uv — ^+^—^<73=0. 

( 5 ) 

Wir betrachten 

(lj tSuv+^u+Zv^O, 

wobei 

(2) Zu=PZuf Zv=9Zv, (P, 9 skalar!) 

sind, dann folgen aus (2) 

! Z 'uv=Prh+PZ«v, 

Zi =PZ«> 

Zv=qz+ 

Setzen wir (3) in (1) ein, dann folgt 05 

( 4; *PZu«+ (¥«+ °P)Z»+ 5&= a 

Aber 



so folgen aus (4), (5) 



(1) Vergl. Q&anbtXIK : Parallel maps of surfaces, Transactions of the American Math* 
Society 33 p. 302. 



UHEB FLACHE TOD KTJRVEN (n) 


Aus (6) erhalten wir 


so folgt 


I=J1 


9 

» 12 l.j 


) 2 J* 


( « ) 


Wenn 

(1) 

sind, dann folgt 

( 2 ) 

Wenn 

(3) 


S«=PS«» k=9b> 


(P- 2)S«.+J , »S« “ 9«S,=°- 




(2) gleich ist, dann folgt 


(4) 

i 

i 

ft. 

- 


X a 

1 

Aus (4) ergibt sich 




II 

«k 

1 

f 

W 

AI ' 

f 

(6) 

< 


i r.*,, 

/II > 

also' 0 





T _ _ 

f, 1 i \ s (■*— r, v . 
Kt-tt/ •* 


j 

0 



(1) Vergl. Matsumuba, S.: On some differential Equations IV, Journal of the Society of 
Tropical Agriculture vol. 5 (1838) p. €2, Taihoku Imp. Uniy., Formosa, Japan. 
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( 7 ) 


Es seien 


a) 

w,=/(*,)=u,+*v„ *=/- 1 , y=i, 2 , & 

(2) 

x^Uj+iV, 


ist, und wir betmchten jetzt die beiden Fl&chen 


(Xj- U/u, v), 
(x J =Y/u, r), 


wobei x p ij drei rechtwinklige Punktkoordinaten im und u } v zwei 
Parameter sind. Dann ergibt sich aus (3) 


( 4 ) 


✓F= — F, 
• E=G, 
G=E, 


wobei E, F, G; E, F, G die bezuglichen Fundamentalgrossen erster 
Ordnung der Fl&chen sind; dann sind „Automecoio Curve “ und „Anti- 
automeooie Curve “ fiber F und F 


(5) (E-G)d« ! +2(F+F)dudv+(G-E)d<» ! =0, 

(6) (E+G)du ! + 2(F—F)d« dt>+(G+E)dt> ? =0. 

Die Bedingung daffir, dass (5) und (6) durch den Punkt (u, v) har- 
moniscb konjugiert seien, ist die 

(E—G)(G+E)+(G—E)(E+G)—2(F+F)(F—F)=0, 

<l.h. 

. EG—F-=EG—F 2 . 

Bezeiehnet man mit J„ J t die Diskriminanten der beiden Gleichun- 
gen (5) and (6), bo sind 
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4=r(G*+E 2 +2F0-2K, 

J 2 = — (G 2 +E*+2F‘)—2K, 

wenn unter K der gemeinsame Zahler 

EG-F 2 =EG-~F 2 

des Krummungsm asses verstandea wird. 

Es ist also auch (1) 


-j- A.i = — 4K. 


Sind nun beide Flachen negativ gekriimmt, also K negativ, so ist 
eine der Grossen A 2 sicher positiv, d.h. es sind mindestens zwei reelle 
voneinander verschiedeue Richtungen jener Art vorhanden. 

Ist K positiv, so ist die Summe J t + J 2 negativ. Aber man kann 
leicht zeigen, dass eine Diskriminante positiv sein muss, wahrend die 
andere selbstverstiindlich negativ ausfallt, so dass in diesem Falle nur 
zwei reelle Richtungen vorhanden sind. 

Die Gleichung 


d.h. 


E-pG F(l + /0 
F(l + ^o) G—/?E 



1 + 


2 —A 2 —B 2 

- o 

1 + AB * 


+^ 2 = 0 , 


hat bei 


d.h. 


/ 2—A 2 —B 2 
\ 1 + AB 



E — G^2F, E-G^2F, (F>0), 


nur reelle Wurzeln. 

Sind die Richtungen von (5) und (6) Involution, dann werden die 
Doppelrichtungen mit (2> 


(1) Stackel, P. : Dber Abbildungen Math Annalen 44 (1894) S. 555. 
(2} Vues, A.: liber isometrische Flachen-, Math. Ann. 46 (1895) 8. .99. 
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d.h. 


dv 2 

Q 


E 


— dudv 

—F 
F 


du* 

E 

G 


= 0 , 


—F du 2 + (E— G)du dv +Fdr°=0 


gegeben. 

Benutzt man die einander entsprechenden Kurvensysteme auf F, 
und F 2 als Koordinatenlinien 


ie=const. 


und 


t?=const., 

so mogen die Linienelemente ds x und ds 2 von F, und F s gegeben werden 
durch 


ds i=Edw ? + 2Fc?w dv + Gdv", 
deq=Gdu 2 — 2Fdu dv -fE dv 2 . 

D&nn stellt die Gleichung 

0=a n du ? + 2 a u du dv + a^jd tf , 

eine Doppelschar vonKurven dar, zwei Tangenten im Punkte (w, v) mit 
den Tangenten paaren der Kurven 

0 

und 

cfe !=0 

in demselben Punkte harmonisch sind, wenn die Koefizienten a„, a l2 und 
den Bedingungen geniigen: 

0=Gflj| — 2Fa Jf -f-Ea i8 , 


OxEct]f -f- 2Fct|t*) a, G(Zj 



UBEB PLACHE USD KUBVES (ll) 


229 


Durch Elimination von a,„ —a,, nnd a a erh&lt man daher fur die 
TiaeoTschen Orthogonaleysteme die Differentialgleichung* 15 

du* du dv dv 

G — 2F E =0. 

E 2F G 

Diese Gleiohung stellt, aolange ihre Diskriminante 

J=(E 2 — G S )*+4(FG+EF) S 

nicht identisch verechwindet, eine Doppelschar von Kurven dar, wobei 
E, F, G, reell sind. 

Wir kunnen die Beziehungen 

L=M, 

M=N, 

N=-M 

erhalten, da 



n== T * * 1 —* 

** Vv ** 

(1) Oguba, K .: Note on the representation of Surfaces, Tdhoku Math. Joum. 10 (1016) 
& 90. 
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Bind; bei unserer Transformation 05 verwandelt sich also 

(EM—FL)—(GL—EN)&+(FN—GM)& ? =0, 

d lf d.j djy d i} 

in 

(EN^Mj-^EM+GM)fc+(FM - EN)#=0, 
dp d, d 4 , d uJ 

und die DifFerentialgleichung der Haupttangentenkurven transformierfc 
flich in 

Mdu 2 + 2N du dv- Mdt>-=0. 

Burch uusere Transformation wird 




XU 

( 7 ) L(sM^+^~E«=°> 

wobei 

- GE.-FG. 1 - EG—F 2 
’ a EG U —FE„ * 2 E.F-GJE’ 

—G„F+G„G+2GF U =0 

bestehen. 

Wir multiplizieren den linearen Differentialausdruck L($) mit einer 
Funktion und integrieren das Frodukt iiber einen Bereich, dessen Rand 
eine geschlossene Kurve C ist. 

Uber die Kurve C seien dieselben Voraussetzungen gemacht, wie bei 
dem Gaussschen Satz (Divergenzpatz) in der Ebene. 

Die Koeffizienten von (1) mogen in dem obigen Bereiche stetige zweite 
Ableitungen haben. 


(I) Scheffers, Q.: Anwendung der Differential nod Integralrecbnung It (1922), Dritte 
, Anflmge 6. 132., 

IjBHKAX, S. J. : tJber ein System von Fundamentalgrbssen dritter Ordnung in der 
* i Flfccbentheorie, Sitsongsberiehten der KaiserL Afcad. der Wiss. in Wien Bd. 126 
(1917) 8. 6. 



tJBER FLXCHE UND KTJBVEN (ll) 


Wir formen das Integral nach dem GAUBsschen Satze um; n bedeute 
die Richtung der inneren Normale, cfe das (positiv genommene) Bogen- 
element der Randkurve C. 

Man erh&lt 




Ow* * J L \ Or Or / du 


cos 


(nv) 



Um es kurz zusammenzufassen, erhalten wir schliesslich eine Gleichung 
in der folgenden Form: 

= J <9 P (9) -9 p (s)+9S R } *; 

hierbei hat M(p) die Bedeutung: 


Or* du 


/ dx 
Or \ Or 




und heisst der zu L(g) adjungierte Differentialausdruck. 

Mit P(j) bezeichnen wir den Liniaren Differentialusdruck 

P(j)=j-g- cos (nv), 


schliesslich mit R die sogenannte adjungierte Funktion 
R == — cos (nw) + cos (nr). 
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Man beachte, doss der Differentialansdruck M(tp) duroh den gegebenen 
Diflerentialausdruck L(j) eindentig bestimmt 1st) w&hfend P(j) und R 
auch von der Kurve C abhangen. 

Wenn 


( 8 ) 


E _ F _ G 
L M N 


besteht, dann nennt man die Ponkte auf der Flache Nabelpunkte oder 
Kreispunkte. 

Durch unsere Transformation verwandelt sich (8) in 


( 9 ) 


G -F _ E 
M N -M' 


Die iiberstrichenen Buchstaben beziehen sich auf die Elemente der 
Parallel fl&che einer gegebenen Flache (x, y, z) im Abstand a, dann 
tranrformieren sich 


( 10 ) 


in 


(ii) 


wobei 


E=(1 - n"K) E- o(2- aH)L, 

F=(1 - a K)F- a(2 - aH)M, 

1 G=(l-a'K)G-a(2-aH)N, 

K _ LN—M 2 EN-2FM+GL 

k EG-F 2 ’ EG-F 2 

r 6=(l-a , K)G-a(2-aH)M, 

, — #= —(1 — a 'K)F-a(2-aH)N, 
F=(l—a"K)E+a(2—aH)M, 

g -N’-M 2 
“ EG-F 2 ’ 

-GM+2FN+EM 
H= — _ 

TCH—TT- 


sind. 
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( 8 ) 

8 und 8, seien zwei FJ&chen, die sich einander durch parallele 
Tangentenebenen und wir bezeichnen mit x, y, z; x t , y v z { als korespon- 
dierenden Punkten auf diesen Fl&chen. 

Setzen wir 8 und Sj in den Formen : 


a) 


3*i 

du 





dx dx { dx 

dv 9 dv du 



U.B.W. 


wo Funktionen von u und v sind, dann folgt 

! Ej =X E + 2AfiF+f/G, 

F 1 = A(jEi 4- (^r4-/itf)F + /^rG* 

G 1 =^E+2 < yrF4*rGL 

wo E, F, G; E„ F„ G, erste Fundamentaegroszen von S und S, sind. 
Wenn 


(3) 

E, = F 1 =G,=E=F=G, 

dann folgt aus 

(2) 


/I == ^ +2Xfl+ [I, 

(4) 

J1 = 4-(; r 4*4-/ir, 


\1 =•=0 4" 2<rr 4* t ) 

d.h. 


(5) 


Wenn 


(6) 

E=E„ F~F„ G=G 1 

ist, dann folgt 

/ 0=1)E 4- 2^/iF 4- f*G, 

(7) 

< 0==^<tE4“ 4“ 1) 4* 


0=<y’E+2<rrF4-(r ? —1)G, 


d.h. 
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( 8 ) 

Wenn 

( 9 ) 

ist, dann folgt 

( 10 ) 


a*-i 

2Xfx 


Ait 

fi(T— 1 

/* r 

IT 1 

2*r 

r*~ 


=0 


Diy i ' + D"D i -2I>'Di'=0 


X==T = 0. 


Wenn (5) moglich ist, dann ergibfc sich aus (10): 
dx, dx 

I 

(ii) 


du 


■'-ar* 


dx, __ dx 
dr ^ du 9 


d.h. 


E,=/iG, G,=/iE, F,=/iF. 

Aub (3) ergibt sich /£=1, so folgt 


I dx t _ ftg 

du dr 


dx, __ dx 
(dr du 1 



( 3*i 

a* 

du 

=/< 3t> ’ 

1 . 

a dx 

V 3t> 

fi du 


wobei a eine Wurzel von 

X 1 —2x ? —x+1 =0 

ist. 


U.S.W. 


U.8.W. 


U.S.W. 


%ns (12) ergibt sich 
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/E,=//G, 

, F,=aT, 

G, = —E, 
V ! l 


E,Gj — F, ? =a" (EG—F - ), 

aber aus (6) muss a =1 sein, das ist ein Widerspruch. Es folgt der 
Satz: In unserem Falle existiert (6) nicht. 

Femer betrachten wir den Fall (11)', dann folgen 


so geht 


((&)«=&> 


E=F=G=E,=F,=G 1 , 




*«« 

*« 

*v 


( X l)uv 

(x,).. 

Mu 

L= 

1 

D 

2U 

Vu 

y v 

1 

A 

fa)™ 

Mr 

Mu 



Z uu 

Z u 

Z v 


( Z \)uv 

(*l)c 

Mu 



X uv 

x u 

X v 


( X l)w 

(X|)r 

Mr 

M= 

__ 1 
D 

Vuv 

Vu 

y v 

1 

D, 

CyOw 

Mr 

(y>)« 



Z uv 

Z u 

Z v 


I ( Z l)rv 

( Z l)r 

(*i)« 



X rv 

X H 



( X l)uv 

Mr 

Mu 

N= 

- a 

Vw 

y« 

y v 

1 

I) 

(yXv 

Mr 

(Vl)u 



Z vv 

Z n 

Z v 


( z \)uv 

Mr 

Mu 


Ldu°+ 2Mc?w dv+ Ndt> ? =0 


(16) M,du <e +2N 1 dudv+M l dtJ t ’s=0 

uber, also erhalten wir den (1) 

(1) Eisetnhart : Associate Surfaces, Math, Ann. Bd. 62 (1906) S. 607. 



SoJI MAT8UMUKA 


Satz : Durch unsere Transformation geht (15) in (16) uber. 


( 9 ) 

Man kann bei 


«=?i« «')> v =¥A u '> «')> 

( 1 ) 4 ««/+ < t S -/+ S ./= 0 

in die Form 


(2) +rs«++e&,=0 

fibertragen, weil aus 


( 3 ) 


a=X 


du du 


/M 


3u' 
f du 


dv' 9 


du' dt / 


3v 


du 7 


r-* 


dv dv 


du' dv 


r> 


du \ 


a, ft, y zu bestimmen sind. Nun das System linearer partieller DifFeren- 
tialgleichungen erster Ordnung: 


( 4 ) 


I ou ov 


ist, wie die Elimination von j zeigt, Equivalent der linearen partiellen 
Diflferentialgleichung zweiter Ordnung: 

Soil nun umgekehrt die Gleichtmg (2) auf ein System (4) znriksk- 
fiihrbar sein, so muss dieselbe die Form (5) besitzen, duh. es muss mdglich 
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sein, durch die Bestimmung der vier Grosaen w, /j, u, p den fiinf 
Gleichungen ; 


( 6 ) 


[a=a)u, 2ft=wp+fMJy y=pp y 

% du , do 
8=a>-—‘ 
ou ov 


..plp- 
du F dv 


identisch zu genugen. 

Aus (6) folgt 

a)p-\- p .o= 2/9, 

Wir wollen 

Wp— fMJ = ± -j/ ft 1 — ay=2J 

setzen; also: 

cop=ft + J y pu=ft—J und 

n=l=±, -P-=l±±. 

u o u a 


Die Werte von w, ft in den letzten beiden Gleichungen (6) eingesetzt, 
sind: 

“•--iSr 

Bildet man 


so kommt 


— ud + 

ir V 


'-S-P-=a -JL + 

u ou o ov 


,P_ 

o 


Dieser Differentialgleichung muss 
S8tzen wir noch: 


-£-.==£+— genugen* 
u a 
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(7) L—® t±l, 

a du a cv a 

60 wird die Bedingung fiir die Auflosbarkeit von (6): LasO. Diese 
Methoden sind auf das Resultat von §2, §3 und §4 anwendbar. 


(3) Ueber konvexe Kurven und Flachen. 

Wenn “Medial surface” vl) einen Nabelpunkt hat, dann ergibt sich 


p»—p'u ^pv—p'vi 

wobei p v , pi ; p ' u , p' v Hauptkriimmungsradien im Gegenpunkte der Eiflache 
eind. 

Auch besteht zwischen p u) p v ; p ' u , p' v die Bezihung 


wobei 


3 ^_ 

du 2 01T 




k,= -und &,=- 

P it 

«ind. C2) 

Fiir den Winkel a der Haupttangenten mit der ersten Hauptkrum- 
mungsrichtung ist c3) 


tan a= 



Pv Pv # 
pu-pu 


(4) Uber Minkowskis gemischten Flicheninhalt 

Sind p und q die Abstande des Ursprungs O von den Stiitzgeraden 
zwei geschlossener konvexer Kurven (Eilinien) und «(p), s(<j) die zuge- 
horigen Bogenl&ngen, so ist 

(1) Ganapati, P. • On central Ovals, The Journal of the Indian Mathematical Society, 
vol. XIX (10S2) p. 225. 

(2) Hatashi, T.: On a theorem due to Prof. Nakajima in the theory of surface, Tdhoku 
Moth. Joum. vol. 81 (1929) a 427. 

<3) Bokbffsbs, G.: Einfllhrung in die Theorie der Flachen, Berlin und Leipsig (1022) 
8. 657. 
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(1) F ]t =-Ljp ds(p) 

bekanntlich der sog. gemischte Fl&cheninhalt der Eibereiche (p) und (q). 
Insbesondere Bind 

(2) F n =F (p), F»=F( 3 ) 

die gewohnlichen Flftcheninhalte von (p) bezw (q). 

Nach H. Minkowski besteht fur die Grossen F ik die Ungleichung 

(3) FfQ>F u F m 

in der das Gleichzeichen dann und nur dann gultig ist, wenn ( p) zu (q) 
homothetisch, d.h. ahnlich und ahnlich gelegen ist.‘J 

Favard cl) hat fiir den gemischten Fl&cheninhalt eine obere und eine 
untere Schranke angeben, welche ausser von den Flacheninhalten auch 
von den Umfangen von (p) und (q) abhangen. 

Wir wollen hier jene Formeln dadurch verallgemeinern, dass wir 
dabei die Umfange durch gemischte Flacheninhalte von (p) und (q) 
bezuglich einer dritten Eilinie (r) ersetzen, deren Fl&cheninhalt 

F.=F(r) 

dann auch noch in die Abschatzungen eingehen wird. 

Es ist 

F m =F(p + 8r)^F u + 28F 13 +sF^ 

F„==F(g+er)=F 22 + 2*F K + 2t 2 F w 

F 9 g = (P + 8r )da(q + tr) 

[p(q) + W)]d<p 

Analog (3) ist nun 

Ff,^F,,F„. 

(1) Favakd : Bur lea in6galit& de Minkowski, Matematisk Tidsakrift B, 1930, 
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Daraus folgt fur alle positiven Werte s, t nach einer kurzen Rechn- 

nng 

(4) ^J») 2^(F ia F83— F IS F&) + < 2 (Fj 3 — FjjFjjj) 

+ 2s(F 12 F25 4* 2<(F 12 F 13 —FggFjj) 

+ (FL~F n F*)^0. 

Es ist nun schon entweder 
F t2 Fss^Fj.F^. 
oder F lg F»^^F 1H Fg;,» 

Beim Ersteren ist die nachher abgeleitete Formel (1) erst rechfc giiltig, 
und auch folgt, da die quadratischen Bestandteile das Vorzeichen nicht 
wechseln diirfen, a us dem Letzteren. 

(I) F ls F,^F,.F w [l-/(n^^l_ **£».)]. 

Dies liefert eine untere Schranke fur S 12 , 

Wir wollen nun eine entsprechende obere Schranke herleiten. 

Es ist: 

F„(«p+ tq,r) =(«p+ iq)<k(r) =sF,*+iF K , 

F(«p +tq)=8 ”F„ + 2<rfF, 2 + 1 Fjj, 

also analog (3): 

(eFj.+fF^F^- [sT n + 2«eF 12 +«-T 22 ] 

oder 

(5) F..F,.)+2«<(F 1S F 2S -F 1S F = , 1 )+<’(F* 3 -F^F^O. 

Ist hier 

F.^-F.^o, 

so gilt die sp&tere Ungleichung (II) erst recht. 

Andernfalls folgt aber, da die letzte Ungleichung fur alle positive!* 
a, t gilt/ 1 ' 

(l) Vergl. Matbumcba, 8.: tibar Minkowskis gemiaehten FlUchen, Jap. Journ. of Math. 
VoL n; (1938) p. 1M. 
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(ii) F M 4V(i^(^ 

Aus (I) und (II) folgt^ noch bei einem Vergleich von (4) und (5), 
dass die quadratische Form (5) fur alle moglichen «, t semi-defmit ist. 

Schreiben wir fur die eckigen Klammern in (I) und (II) (123) 
bzw. [123], so ergibt sich bei zyklischer Vertauschung aus (I) und (II): 

(HI) (123) (231) (312)^ |h|^- ^[1233 [231] [312], 

wo die Gleichheitszeichen fur homothetische Eilinien giiltig sind. 


(5) Uber gemischte Volumina im vierdimensionalen Raum 


1. Es seien 

H„ ....... H, 

die Stiitzfunktionen von Eikorpern ira R 4 . 

Das Volumen des Eikorpers mit der Stiitzfunktion 

4 

(1) (r<>0) 

1 

ist dann 

4 

(2) V(H)=S «' 

1 


Hierin heissen die Koeflizienten 

Y UIih =V(H,, h*, H„ H w ) 

nach Minkowski bekanntlich gemischte Volumina. 
Ist speziell 

r, + r 2 =1, 
r,=r 4 =0, 

so gilt , der Satz von Bbunn und Minkowski 
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(3) ^V(H) ^r,^V(H,) + r/'V(H f ), 

AOS dem dann z. B. mit Hilfe von (2) folgfc: 

(4) Vhi^VnnVimLVnn^VfHO]. 

Nach einem Hinweis von W. Suez will ich hieraus eine weitergehende 
Ungleichung herleiten, von der (4) ein Sonderfall ist. 

Ich behaupte namlich, es ist 

( 5 ) V?ir^V: 1122 V; 11S3* 

Um (5) aus (4) zu erhalten, schliesse ich mich dem Minkowski (Ges. 
Jlbh. H, S. 260,Nr. 38) an. 

Wir setzen 

4 

(6) Pi*i == S fl ' 

‘Dann ist fur 

4 

H'=S^A(^>0): 

1 

4 

V(H, H, H, H)=Y(H)=V nn (H)=S^ 

1 

Y(H, H, H, H )=V im (H, HO=£P^r*r„ 

V(H, H, H', HO=V„«(H, HO=£P<*<w,. 

Wenden wir jetzt (4) auf die neuen Grossen 

V(H, HO u.s.w 

an, dann erhalten wir 

(ZPikl T i T kP 0 *^( 2 ^ ikl T i T * T 0 ( 2 ^ ikl T PAPi) 9 

Nun sei noch 

Nwobei pi bellebige reelle Zahlen sind und t so gross, dass 
^>0 ist. 
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Dann wird 


( ikl T i T kpl ) S ^( S^<*l r * r * r J ) (S ^ihl T iPkPl) 

Jetzt setzen wir 

r,=r 2 =r 4 =0, r =1* 

Dann wird nach (6) 

V S 3 'Ipl'j I VsUblPklpkpl'j' 

Hierin sei noch ^=^=0 : 

2 

(V irxiPi + Vsta:>CS** *V zskipkpi )• 

Da die />, beliebige reelle Zahlen sein durfen, kann die linke Seite zum 
Verschwinden gebracht werden. 

Es muss also aus der quadratischen Form rechter Seite, welche 
fur positive 

Pkt pi 

positiv ist, auch <10 gemacht werden konnen ; ihre Diskriminante mu bb 
also der behaupten Ungleichung (5) geniigen, w.z.b.w. 

Es fragt sich, ob man auf diese Weise auch eine entsprechende 
Ungleichung fur das allgemeinste gemischte Volumen v 1234 erhalten 
konne. 

Im R* tritt an die Stelle von (4) 

(4') VJ 1 .. 1 ^V 11 . 1 V ll .. 1S2 

und man gewinnt daraus auf ahnliche Weise die der (5) analoge Un¬ 
gleichung 

(S') V?«..,^V„.. m .V 11 188 . 

2» Wir wollen n&chst hier eine Integraldarstellung dutch die Relativ- 
Krummungsradien der Hyperfl&chenpaare mit den Stutzfunktionen H ir 
H w H # angeben. 

Ist do< das Oberfl&chenelement von (H*), so ist bekanntlich 
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(1) Vtu2 = ”J~j , H.C?0 1 ==-^-jH 1 J5 li jC2o w 

wobei 

(2) J5 li s( R|Rj+RjR,+R A)« 

und die R< die Relativkriimmungsradien von (H,) Jbeziiglich (H 2 ) als 
Eiflache sind. 

Fur Relativkrummungslinien-Parameter von (H,) zu (H 2 ) erhalt 
man femer 

vw+jjel, ^h.+jh, Ho) 


=-L|H..do( J,H, + m.) 

=J_fHr;,+—^—If;, + — h —1L + — k — Ido, 

4 J L 1 (R,) 12 JL (R,) 1f JL ,+ (R,)iJ 

_3 Vi* 33-*« 

Durch Koeffizientenvergleichung und Beachtting der Symmetrie in 
den Indices 1 und 2 erhalt man daraus 



=4Jha,*, 

Wenn 

S*=(Ri + R*+R.; )?i 

ist, so ist (3) die beabsichtigte Erweiterung von (1). 

Auch hier bleibt die Frage nach entsprechender Behandlung des 
aUgemeinstea gemischten Yolumens unbeantwortet. fl) 


(1) Vefgl. Matbumura, 8.: Dber gemischte Voluroina in vierdhnensionalen Baum, Tdhoku 
Math. Jdnrn. VoL 36 (1682) p. 132. 
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(6) ttber konvex-geschlossene Flichen 

Aus meiner Arbeit' 15 folgt der 

Satz: Die Flache 1st dann und nur dann von konstanter Affin- 
helligkeit (R-f R=konst.), oder die Affinkuge], wenn die beiden affinen 
Hauptferiimmungsmittelpunkte j, j' von Gegenpunkten zusammen oder 
komt. Abstand haben, wobei 

8=E+% 

Geht man von einer Flache j (u, v) dadurch zu einer Parallelflache 
£=£-pn£) fiber, so erhalt man 


(1) 

n=const. (Parallelflache) 

oder 


(2) 

n-f-n=const. 

Aus (2) folgt 

n=const. (Parallel fl ache). 


Man kann auch liber projektive Kriimmungsmifctelpunkte ahnliches Re- 
sultat erhalten. C3) 


(1) Matsumura, 8 . : tlber konvex-geschlossehe Flache n, Tflhoku Math. Journ. Vol. 36 
(1933) p.193. 

(2) Blaschke, W.: Vorlesungen Uber Differentialgeometrie, Berlin (1923) S. 158. 

l3) Biaschke, W.: Vorlesungen Uber Differentialgeometrie (1), Berlin (1930) S. 119. 




Beitrage zur Geometrie der Kreise und Kugeln (III) 


S6ji Matsumuba 

(Accepted for publication, Junuary 20th, 1933) 

(1) Betrachten wir die Kreisscharen (1) im : 

(1) <p* =p a £* + q*r* I, n] 

wo p*, q* die skalaren Grossen bedeuten. 

Betzen wir 

(2) A(?<p)=(<p'<p') f 
so erhalten wir durch Buscheltransformation 

+ 9‘^Xp‘c 1f + 

(3) =(p'y(W) +PY[(*V)+(*V)] 

+(q')W)- 

Setzen wir 

( (£*£*)=A(£ff), 

(4) < 

\(’?V)= A (w)> 

80 folgt 

(5) A.(<pp) =p'A(&) + + q a A(in). 

Man kann somit A(yp) als binare quadratische Form in den Ver- 

(1) NakaJIMA, S.: Diflerentialgeometrie |der Kreisscharen (XI), Tdhoku Math. Journ. 
Vol. 34 (1931) p. 194. 

[Mem. of the Fac. of Sci. and Agr., Taihoku Imp. Univ., Formosa, Japan, Vol. V, Nc. 7, 
April, 1933.] 
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anderlichen p* und q* ansehen; es lasst sich leicht zeigen, dags (5) 
positiv definit ist, d. h. nicht negativ ,wird, welchen Wert p* und q* 
auch haben mogen. 

Ist in der Tat' 2> 

0<p*A(£?) + 2p*q*A(fy) + q’AJrpj) 

+ (q°y{A(K)A.(r P1 )-A.(?7 1 m 

so muss 

A(,-£)A( W )-A(^>0 
sein, damit (5) positiv definit sei. 

(2) Wir betrachten zwei Kreise im R^, bei denen alle Kugeln durch 
den einen Kreis den Winkel <p mit dem andern bilden. 

Ist 


eine normierte Kugel durch einen Kreis St im R, wobei 

( 1 ) w=p. Pt A'>=l 

ist, so muss 

(2) COB'*?=p tP 'T ,f 

sein. 

Betrachten wir k in dem Falle, dass cos^ diesen Wert ann&hme, 
dann haben wir aus (1) und (2) 

f W ,A->=1, 

i p.p,T-’=K. 

Wmn 


P.P'F' 

(2) Nmutima, S.: Differartialgeometrie der Kreimcharen (V), TChoku Matk Joum. vol 
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eine quadratische Form mit beliebigen reellen Koeffizienten ist, so gilt 
sicher (T 12 ) 2 —T’bT^^O, d. h. die Form ist also indefmit. 

Wonn (p l9 p A ) alle Paare von ganzen rationalen Zahlen mit Ausnahme 
des Paares (0, 0) durchlauft, so durchlauft die Form eine abzahlbare 
Menge von reellen Zahlen,und man kann nach der unteren Grenze der 
absoluten JRetrage dieser Zahlen fragen. 

Eine Absch&tzng dieser unteren Grenze ist enthalten in dem folgenden 
von Korkine, Zolotareff und Markoee bewiesenen (1) 

Satz : Sind T n , T 12 , T 22 reelle Zahlen (T ,2 ) 2 -T n .T 22 >0, so gibt es 
unendlich viele Paare von ganzen rationalen Zahlen p l9 p 19 fur welche 


icosVH^T" +2p l p i T"+p*r-'*\: 


.2 1 /(T i3 ^T ,, .T 22 

* 7 = 5 


ist. 


(3) Eine binare quadratische Form 

(l) (T n , T 12 , T*)s 3V 'p\ + 2T 1 ^+T*> ■ 


geht durch die Buschelsubstitution 


( 2 ) 


in 


uber, wobei 


(3) 


pt=f*pl+VpI 

(T", T 1 , T-*>=T' y, + + T>! 

f"=T'V+2TV+T-V> 

T' 2 =T l, *A + T ls (xv + X/i) + T *[», 
T a =T l, /*+ 2T ll /v+T“V, 


d. h. 


(1) Vgl. Marroff, A.: Sur lea formes quadratiques binaires indefinies, Math. Annalen 15 
(1879), 8. 381-406, 

Perron, O. : Eine Abschatiung fur die untere Gren«e der absoluten Betrage der durch 
eine reelle oder i mag in ire bin&re quadratische Form darstellbaren Zahlen, Math. 
Zeitschrift 35 (1932), 8. 563. 
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(T", T' 2 , T s )'* J)=(T n , V’, T 22 ); 


also (1) folgen die Beziehungen 

(T", T 12 , I^)=(T M , T 12 , T 22 ) 

(—T", T 1! , —T 22 ) (~*’_^)=(—T"> T' 2 , -T 22 ) 
(T 11 , T 12 , T * 2 / 0) T 11 , T 12 T 22 ) 

) wo t 

Wenn T* p invariant 1st, dann folgt aus (3) 

(^-1) V f* 

x\ (*y-f'/* —1) j JV =0 


WO «d — /Jssrl. 


Durch die Substitution 

Pi=api+Pp» 

pi—TP 

wird (1) in ein zweites Quadrat 

A/>J + B//| 

transformiert. 

Durch Einfiihrung der Ausdrucke />, und /> 2 in die Transformations- 
gleichung 

T'tf + 2T "p>p 2 +T->’=Atf +Bpl 

ergeben sich sofort die drei Gleichungen 

T‘ , a*+2T , *«r+T*Y=A 
T H a£+ T l9 (a3 + fr) +T'V=0 

(1) Gmedteb, J. A. s IJber die sahlentheorische Keduktion der biniiren quadratischen 
Formen, Sitiungsberichten der Akad. der WUs. in Wien, Bd. 127 (1918) 8. L 
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T n ^+2T ,2 ^+T^ ? =B. 

Die erste und dritte dieser Gleichungen dienen dazu, die neuen 
Koeflfizienten A, B aus den gegebenen Formen T n , T 12 , T 22 zu bestimmen ; 
die .zweite enth&lt die von den Substitutionskoeffizienten zu erfiillende 
Bedingung, damit die gegebene Form in ein Aggregat zweier Quadrate 
iibergebe. 

Eine wesentliche Aufgabe ist daher, die Gleichung 

+T ,2 («d + rf) +TV=0 

aufzulosen. 

Der blosse Anblick dieser Gleichung fuhrt sofort zu der Beschran- 
kung, die man den gegebenen Formen T n , T 12 , T 22 * und auch den 
Unbekannten a, y, auferlegen darf, ohne der Allgemeinheit der 
Losung wesentlich Eintrag zu tun. 

(4) Es seien zwei Kreise im R, gegeben. 

Ist 


eine normierte Kugel im R, durch so konnen wir 

(!) t)t)=p.p f A.’> = l 

einsetzen. 

Dann muss 

(2) oosY=T"Vw'» 

sein, wo <p den Winkel zwischen und it bedeutet. 

Wenn 

(3) cosp=x' ! (x<l 
ist, dann folgt aus (3) 

(4) (T“ -x'A")p* +2(T‘WA l2 )p>p 2 + (T- 2 -^A 22 >|=0 
Nun betrachten wir die folgenden Kreisscharen 

(5) ap\ + 2bp l p 2 +ci4=x0. 
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Die Bedingung dafdr, dass (4) und (5) gemeinsame Wurzeln haben, 
1st die, dass 

(6) Rs[(T n -VA n )c- (T- 12 -x*AP)a¥ 

+ 4[(T 12 — x 9 A 12 )a - (T M - x‘ , A 11 )6] x 

x [(T ,2 -^A 12 )c-(T* 2 ~x ? A«)6]=0, 

oder in der BooLESchen Form 

(7) R=[(T n —x°A n )c+(T"-xA> -2(T 12 -xA 12 )6] 2 -- 

— 4[(T n — xA^XT^ 2 —/A 22 )—(T 12 — x°A ,2 ) 2 ](ac—6 2 )=0 ist. 

Also folgt der 

Satz: Die Bedingung dafiir, dass zwei Kurvenscharen (4) und (5) 
gemeinsame Wurzeln haben, muss (6) oder (7) sein. 

(5) Wir betrachten nun 

( 1 ) coa<p=F, 

wobei A ein Parameter ist. 

Aus (1) folgt 

(2) A-PB=0, 

wobei 

(AsT'V;+ 2T‘> p 2 + T*> 2 , oder CA^J£ ik p iPkf 

(3) ] ] 

(B^A> 2 + 2B> Pi + A>i= 1, (B^SAV*=1, 

ft **1, 2) 

sind. 

Dann besch&fbigen wir uns mit dem Ausdruck 

(4) A-^B, 

Dann ist 

• (6) D=£ ± (T»-rA")(T"-A'A 28 ) 

die Defeerminante der Schar (4). 
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Wir verstehen unter A* eine willkurliohe Veranderliche und setzen 


A—TB=C, 

wobei C=2 C< V/ & 2 ) 

ist, so ist also 

und die Determinante 


| C |=|T—-PA'== T 11 —i*A n 
T‘ 2 -^A 12 

von C verschwindet nicht identisch, da 

IT 1=4=0 


T , 2 -^A 12 

T^-tfA 5 * 


ist. 

Wir setzen, unter <t„ neue Veranderlichhe verstanden, 


1 

2 

1 

2 


/ 3A 3A 

V dp, dp 2 

^— a + ®® 

fyi ' dp. 


*)-P. 

«.)-P* 


Die symmetrischen bilinearen Formen P a und P 6 heiszen die Polar- 
formen von A bezw. B. 

Fur pi=o t (i=l, 2) geht P a in A, P 6 in B, also die Schar T—^ 2 A 
von symmetrischer bilinearer Form in die Schar T— X 2 A von quadraticher 
Form uber, da 


P fl =SlI\=£A<V* 

(i, **1, 2) 

sind. 

Es ist femer 


(6 ) |T-a-*a;=, p.-pp,; 

Durch die Substitution 


( 7 ) 


— o.\iPi + <hiPi 
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mit nicht verschwindender Determinante 

S±a, 4 a 22 =A 

gehe nun A in SI, B in 93 uber. 

Setzen wir noch 

SI93-S'A^V^ ft 2) 

und 


(8) =O|/0i + a2t /flr 2 (i=l> 2), 

so geht bekanntlich durch die kongruenten Transformationen (7) und (8) 
P a in 


ft 2), 

Pft in 

P.-S^V^ ft *=li 2), 

also die Schar 


in die Schar 


P a -^ 2 P 6 


uber. 

Auch das Umgekehrte ist richtig: Geht durch die kongruenten 
Transformationen (7) und (8) P a in P tf so uber, geht durch (7) A in 21 
uber, u. s. w. 

Nun ist 


|P.-PP,|-A*I |-A» 

also wegen (6) muss auch 

| A-^B !=A 2 i A-; 2 B| 

sein. 


(6) Betrachten wir nun die beiden Kurvenscharen 

(i) 


const. =+ 2l l1 dtdT + 
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(2) const.=( e t e t )di 2 + 2 (e&yttdr + (^ t ^sA. 

(2) ist dann die Kurvenschar von Minimallinien, wobei constant 
immer Null gleich ist. 

Setzen wir 



V'-K(A, A) 

sinw= t —-— — h=J - zJL - ■■ ■ , 

/H(A, yl)*~4K(A, A) 

wobei a> den Winkel zwischen (1) und (2) bedeutet, und e und e' als 
+ oder — bezeichnet werden. 


(7) Es seien r Kreise 

Stu Stu •••} 

im 11, bei denen alle Kugeln durch den it, gleichen Winkel mit dem 
andern bilden. 

Ist 

eine uormierte Kugel durch St mit 

bo mussen auch 
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COS-f T =/>^> (l T?» 

unabhangig von p„ sein, wobei <p, der Winkel zwischen und St, ist. 
Das ist moglich fur 


und 


Es folgen 05 also 


T, ap prop. A #p 

T** prop. T/p, (k=2, ...r). 


A #P D‘D P ; A* ap DjDg=const. 

(8) Ist die oo 1 Schar von Eaurakurven durch die Gleichungea 
gegeben : 


£=£{*> a, ...a£), £ l = £\t, a„ a, 

£ n = t% a,, •••««) 

<u v( a i> «» •••a»)=0 (y~ 1, 2, ... (n-1), 

so haben unendlich benachbarte Systemkurven nur dann einen Punkt 
gemein, wenn die 3 + (n —1) Gleichungen zusammen bestehen : 



und 

il^r da,= o ( v=sl » 2 * 

<-i * 

also die in der Matrix 


(1) Yergl. Nakajjma, 6 .; Differentialgeometrie der Kreisscharen (I), Tdhoku Math. 
Joura. VoL 31, 8.26. 
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i£_ _ 0 £I Ig “ o ... o <[ 
to to to 

3g‘ _8£ 3g m _8®|_ ^ fon-t 

0a, 0a, 0a, 0a, * 0a, 


dg 1 8a> ' ... 8a> —i 

I &a» 3 “-. 3a» 3a» 

enthaltenen (n + 2) Determinanten von der Ordnung (n + 1) verchwinden, 
und die bo geforderten Gleichungen durch n Funktionen a x (t)> ...a 0 (t) 
identisch zu erfiillen sind. 


( 9 ) Eine Schar von oo 2 Kurven 


S T =?.'(<» a » «|)> g"=g l \t> «•> «i), g u, = g m (<, a„ a,) 


hat zur Einhiillonden eine Flache, in deren Punkten 


f> * m ) —a 

d (t, «;) 

ist; und eine Schar von oo 2 Kurven, welche durch Gleichungen 

«.> «> «)> s II= =y n (<> «« «-> %)> y m =y. ni (<> «„ «*, «) 

a;(ai, a*, a ) = 0 

gegeben sind, besitzt wieder in einer Flache ihre Einhiillende, in deren 
Punkten aber 

%*> f u > s u, » °>) -a 
0(<, a„ a., a) 


ist, u. s. w. 


( 10 ) Handelt es sich endlich um die Einhiillende einer oo 1 Schar 
vo Fliichen, welche durch die Gleichungen 

g I =g‘= 3 (*> *■> «)> g n =g“(<» *■» «)» g ,n =g nl (<> «) 

dargestellt seien, in denen a wieder einen Parameter zur Unterscheidung 
der Fl&chen von einander bedeutet, aber t und r die Parameter zur 
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PunktbeBtimmung auf der einzelnen Kreisflache (a) Bind, so ftihrt eine 
Erwagung gleicher Art wie fruher zu dem Ergebnis: der Ort von 
Schnittlinien unendlich benachbarter Fl&chen der Schar, d. h. die 
Enveloppe, ist durch die Gleichungen 

t. l =Z T (t> h «). s“=s u (<» r, a), £* n =E m (t, T, a) 


definiert, wean nur a als die durch die Gleichung 


~F(t, r, a)e= 


%fi£ L £l wm 

d(t, t 9 a) 


3? 1 


h m 

dt 

dt 

dt 

¥ 


•Is™ 

dr 

dr 

d t 

_£sl 


df i 

da 

da 

da 


bestimmte Funktion von t und r betrachtet wird. 

Nun soli wieder die Identitat der Tangentenebenen in den gemein- 
samen Punkten der Flache (a) und der Enveloppe erwiesen werden, 
welche keine singul&ren Punkte der ersten Flache sind, wo also die drei 
Funktionaldeterminanten aus je zweien der Funktionen j 1 , j 11 , j 111 nach 
t und r nicht alle verschwinden, und ferner soli auch der Ort der 
Schnittpunkte aufeinanderfolgender Charkteristiken der Einfullenden 
betrachtet werden, d. h. der Ort von Schnittpunkten aufeinanderfolgender 
Schnittlinien unendlicfy benachbarter Flachen (a), (a + d«), (a+2da + d J a)... 
d. i. die sogenannte Ruckkehrkurve. 

Geht man von drei Kreisflachen (a), + (a+J/z) aus, so gel ten 

fur die Koordinaten der ihnen gemeinsamen Punkte die Gleichungen 

S T =S 1 ( < , r > a ) £ Il =K f, ( < » T > a ) S m =S UI (<, r, a) 

+ T+JjT, a + J x a)-g(t, r, ct)=0, ... 

T + djT, a + Jgaj-gtf + Jit, T+Jft a-f Jja)=0, ... 

und wenn man die drei Kreisfl&chen unendlich benachbart wahlt, so 
ergeben sich bei -dem Grenzujpergang aus den zweiten drei Gleichungen 
die Beziehungen 
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^ + % dt+ ^o, 

-*' H+:? !r d,+ ih da= °’ 

d. h. es muss 

F(t, r, a)=0 

sein.—und urn die Beziehungen zu erkennen, welche bei dem Gren^uber- 
gang aus den letzten drei unserer Greichungen entspringen, beachte man, 
dass 


lim[jc I (< +J.<, r + J 2 r, a+ Ji<i)-g(l + J x t, r+Jf, a + J x a)]= 



(0<^1, O<0 t <l) 


ist, fiihre mittlero Grossen Jt, Jr, Ja aus J.jt und J x t, J. z r und J x r, J^a 
und J x a und setze den letzen Ausdruck in die Gestalt: 


'2l\ dp 


did r 




wo tj ein aus M, Jr, Ja zusammengesetzter Ausdruck von hoherer Ordnung 
als der zweiten ist, dann ist ersichtlich, dass die drei Gleichungen bestehen 
mtissen: 


_ o 

de 

< A > -V 


Wr 


&+ 2 S- dtdr + + 2 ~l-*da+2*g- drda + 

a*a r ar 1 ata a ara« 8a 5 


ewr= 
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Q™dt 2 + 2?$^dtdr + ?^dr*+ 2^^cMa + 2 d y^drda+^~dd l ==0; 
W + 818 r 8r 2 d<da 8r8a 8a 2 


und jetzt kann man sagen: in jedem Punkte der Rilckkehrkurve ist 
erstens F(t, t, a)=0 und muss zweitens die Bedingung erfullt sein, unter 
welcher die letzten drei Gleichungen (A) in Rucksicht auf die Relation 
F=0 vertraglich bestehen. 


(11) In dem Falle, daB die oo 1 Kreisfl&chen die durch die Gleichungen 
von der Form 


S 1 =£*(<» r > a > P)> S° =£“(<> r, a, ft), r, a, ft), a>(a, ft)=0 

gegeben sind, dient zur Bestimmung der Einhullenden die Gleichung 

M r, a, fl- % £l A ») .0; 

r, a, p) 


und die Riickkehrkurve auf der Enveloppe wird durch eine Relation in 
t y t 9 a 9 ft gekennzeichnet, die durch Nullsetzen einer solchen unter den 
Determinanten der Matrix 


3/ 

Jt 

3 s n 

3j m 

0 

% 

3< 

3< 

“sT 


_3/_ 


3 s ir 

3 s jh 

o 

3r 

8r 

8r 

3r 


jy 

_3*'_ 


3j m 

8a> 

3a 

8a 

8a 

3a 

8a 

3/ 

3s 1 

3s’ 1 

3$ nI 

dio 

3/3 

3/3 

3/3 

3/3 

3/3' 


entsteht, welche die Elemente der ersten und letzten Kolonne enth&lt, 
also z. B. durch die Gleichung 


*> £)= 


dj _ 8/ 8Qggg) 8 j 8(s*yy) 

% 8(nq9) 8r 8(a/ft) 8 a 8(£<r) 


y % n s m ^)_ o 

3/3 3(<ra) ’ 


von der man selbatverstAndlich zu der Gleichung 0(t f r, a)=0 zuriickgeht, 
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indem 


isfc. 


w(oLf a=0 


(12) Die Ausdehnung der Rechnungsregel auf den Fall, wo die oo 1 
Schar von Kreisfl&chen Gleichungen mit n Parametem 

J T =S'(<> r, J n =5 II ( < ) T > «I> —«■)> S m =S m (<» T > «1. •••“*) 

...0=° (*'=!> 2 > 1)) 

gegeben sind, bedarf kaum einer Erwahnung; docb sei noch folgende 
Bemerkung gestattet: 

Die Bestimmung der Enveloppe von oo‘ Kreisflachen 
(a) j t =j f(t, r, a, 0), l n =l n (t, z, a, p), j m = S I,I = S m E ra (<> r, a, P), 

“»(«> P )=0 

ist zu deuten als Ermittlung eines allgeineinen Integrals einer partiellen 
DifFerentialgleichung erster Ordnung 

<*' s“ «”• e $’ 

aus dem vollstandigen Integral 

(f>) s 1 =£ \t, T, a, P), S u =f(t, T, a, P), K ,n =s in (<, z, a, p). 

Die Gesammtheit der allgemeinen Integral flachen umfasse die Punkte 
der singularen Integralflache, d. h. der Umhullungsflache der oo 2 Flachen 
(b). 

Darnach ist an den Stellen, wo die Einhiillende von oo 1 Flachen (a) 
die Umhullungsfl&che der oo 2 Flachen (6) beriihrt, gewiss^t, r, a, £)=0 
ausserdem aber ist 

Mj&jEL-o. 

d(t, r, a) 

Dieselbe Beriinruugskurve ist auch durch die Gleichungen 

1=0 und J&L.SJLS^)_.o 

3 d(t, v, p) 
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oder durch 

JC6j£j£1 =0 , 

d(t, r, a) 3(<> r, j9) 

charakterisiert, was stets auf dasselbe hinauskommfc. 


(13) 1st eine doppelt unendliche Kreisfl&chenschar duroh eine Glei- 
chung 


Al'> £ n > E m > r)«0 
gegeben, so hat die durch 

t), f=flt, r), i m y s (t, r) 

dargestellte Kreisflache mit jeder Einzelfl&che der Schar einen Punkt 
gemein, wenn die Gleichung 

f{jv jv jj) U r ) = 0 

fur jedes Wertepaar t, r erfiillt ist, woraus sich 


Z LJL+ d L 

dg dt dt 11 


( ZJ & ■ 

( dg 1 dr dg n 


Jk+J-Ll =0 

% dr In d£ % )ti 3 


3/ JjLu. V 




=/i 

£ n =/« 
£ m =/» 


?£, gj ^ , V ? 

dr dg m dr dr )ji = 


r ra, 


ergibt 

Dies zeigt unmittelbar, dass unsere Kreisfl&che im Punkte (f, r) von 
der diesem Wertepaar entsprechenden Einzelfl&che der Schar beriihrt 
wird, falls 


(JL) =o, (*L) =o, 

' 3 * Aw,, s*w» s«w» v to A 1 -/., s n =-A, 

w&hrend die Ableitungen fbr tf=j„ 5“=/» x nj =/, 

nicht zogleich verachwinden. 

Wir erhalten so dm bekannten 8atz: 
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Lassen sick aus den QlekJrwngen 


i a , S m . U r)=0, -g—0, -|f=0 

die ZaJilen j 1 , j n , j Tn ofo Funktionen von t und t derart bestimmen, does die 
Ldsungsjunktionen 


€=Ji(t> r )> E 11 =/«(<> r )> r) 

eine reelle Kreisfl&che festsetzen, so id die letztere eine beruhrende Kreisfl&che 


far die gegebene KreUJ&chenschar , wenn Ableiiungen 
£ t =/, X n=E /» £ III= /i ntc/tf zugleich verschwinden. 


dj df dj 

h} * h n ’ h ni 


fir 


(14) Besitzt die durch F(jf, j n , j m , a )=0 dargestellte Kreisflachen- 
schar eine Beruhrende, so lassen sich zwei der Koordinaten j*, 
durch die dritte und den Parameter a mit Hilfe der Gleichungen F= 0 , 

- =0 ausdriicken, so dass etwa 

da 

«), a) 

sind. 

Hierdurch ist eine Kurvenschar a=const. besimmt, die auf der 
Beriihrenden liegt und von G. MoNGe (Application d’Analyse a la 
G€om 6 trie. § 6 ) die Schar Charakteristiken der Kreiaflachenschar a=const, 
genannt wurde. 

Wir zeigen, dass die Charakteristiken eine Beruhrende bisitzen, Jails die 
Auflbsung der OleieJmngen 


F=0, 


0F 


da 


= 0 , 


3 F 
dor 


=0 


auf eine reelle Kurve fiihrt, l&ngs derer die drei Determinanten 

0F 3*F __ dF 3F 

‘ df df*da 85 ™ dfda 

8 F 3*F SF 0T 

8 3j nI dfda df df°*a 
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SF 3 F 3F 3 ! F 

-,== df dfda 3j n Zgda' 

nicht verschwinden. 

Zu diesem Zweck stellen wir die Schar der Charakteristiken durch die 
Gleichungen 

s ?=MP> «)> i n =M3> «)* s DI =/.(/3> «) 

dar und nehinen an, dass die Kurvenschar /?=const, zu der Kurvenscliar 
a=cnost. const, senkrecht sei. 

0F 

Die beiden Gleichungen F=0 und ——=0 ergeben, wenn man sie 

da 

nach ft und a difterenziert: 


3F ¥ , 3F , _?F =Q 

a E I 3/S 3/9 

3’F 3 S T 3’F 3 S n 3 F_ 3 £ m _ Q 
3j’3a" 3/9 3j n 3a 3/9 3 £ m 3a 3/9 

^ 3F 3 S T 3F 3s« 3F 3 £ m _ n 

3j l 3 a 3j n 3a + 3j m 3a 

3-F Sy 1 3'F 3y" 3'F 3j® , 3jF 

0 j T 0a 3a 0jc n 0a 0a 0j ra 0a 0a 0a 2 


Die drei Determinanten D„ D a , D s konnen unter den gemachten 
Voraussetzungen nicht fur jedes Wertsystem ft, a gleichzeitig ver- 
schwinden, denn wenn man 


0*F _ _0F_ 0 F _ 0F 0 F 0F 

0 j T 0a 0g* , 0j n 0a 0j n, 0g m 0a 0£ m 


0F 

hfttte, so wiirde aus der letzten Gleichung (1) folgen, dass auch — fur 

da 1 

jedes Wertsystem ft, a verschwinden musste. Man erh&lt daher 


3/9 3/9 3/9 * 


und ist sicher, dass D J? D s , D 3 nur lings einer Kurve zugleich ver¬ 
schwinden kdnnen. Da 
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so ergeben sich die Beziehungen 


3F __ 3 £_ + 0F 0 S™ + 3F 3 s m =o 

df da 0g n da 0y m da ' 


d^+d^+d^-o, 

3a 3a 3a 


3T a^ 1 3 F 3g n 3F 3j^ = _ 31? 

3j x 3 a da 3j n 3 a da d^ m d a da da 7 




(D! + ^ + i9-^-=|J;®E 


3F 


d F 

d F VV 

dF v*i 

dj}da 

dx?da 4JV 

3y l / j 

d F 

dF y, 

' 3F ft , 

dtfda 

dfda Li' 

■ h 1 n 

0*F 

3F y 

/ 0F y> 

3g T 3a 

ay™ da Li 

v df M 


Wenn nun 


3F 

da 1 


langs einer solchen Kurve auf der beriihrenden 


Flache verschwindet, langs derer D„ D, D, nicht zugleick verschwinden, 

0 t i 0-n 0 r i i 

so werden langs dieser Kurve —ft—, - ® , —«— gleichzeitig zu Null; 

3a 3a 3a 


also ist dies© Kurve eine Beriihrende der C harakteristikenschar a=const. 
(Vgl. L. Raffy, Lecons sur les applications gJomftriques de PAnalyse. 
Paris 1897. S. 57.) 


(15) Hier verstehen wir auch unter p das Produkt und unter s die 
Summe der Hauptkrummungsradien R,, 11, einer Eiflache E. 

H sei die Stutzfunktion von E. 

Dann fragen wir 

(a) Fur welche Eifl&chen 

(1) jD=a«H + 6, o£>0, b^> 0, a, b konstant. 

ist? 
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Wir benufczen die Gleichungen der MiNKOWSKischen Theorie von 
Voluraen und Oberflache : 


0 =| pda)=z 


wobei die Integration iiber die ganze Einheitskugel zu erstrecken ist. 
Nach (1) und (2) ist 

(3) o=-M- 

v ' 1 —2rt 

Nach der Schwarzschen Ungleichung ist ferner 


Also ist 


3c=JpHd«=aj«ffdo>+6M 


also nach (3) 


O 2 =-_l^_^3«M^2aO'+6M'. 


Hier habe ich benutzt die erste der folgenden Minkowskiachen 
Ungleichungen 

O ^>3rM, 

M^4kO, 

(4) 

0 ^ 36 ™, 

in deren letzten drei das Gleichheitszeiohen fur die Kugeln charakteristiach 



BEITRAGE ZUK GEOMETRIE DEK KBEI8E XJND KUGELN (ill) 267 


Es iat also 

(6a) 16^”6^(l-2a)M'. 

Andererseits ist nach (3) und (4) 

flodass nach (5a) in (5b), d. h. in (4) 2 das Gleichheitszeichen giiltig ist. 

E ist somit eine Kugel. 

(b) Fur welche Eiflachen alle Orthogonalprojektionen gleichen 
Umfang und gleichen Flacheninhalt haben ? 

Wir behaupten/ 0 das sei nur fur die Kugeln der Fall. 

Nach Minkowski sind die Eiflachen konstanten Umfangs auch von 
konstanter Breite D 

(F) H+H=D. 

(Mit Uberstreichen bezeichne ich die Grossen in den Gegenpunkten) 
Fur diese Flachen ist ausserdem bekanntlich 

( 2 ) * + « = 21 ). 

Ferner ist nach Herglotz fiir die Eiflachen „ konstanter Helligkcit “ 

(vergl. W. Blasciike, Kreis und Kugel), d. h. der Projektionen gleicher 
Flachen inhalte, 

(3') p+p=k'= konst. 

Es folgt also uach (2) 

(4') M=2;rD, 

0=2 xk', 

und nach (4) 

M=4/tD ^4ttO=8 ifk \ 

(1) Vergl. Mathumura, S.: liber charakterisclie Eigenschaften der Kugel, die jetist in der 
Presse in Tohoku Math. Journ. ist. 
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also 


(S') D^V2. 

Hierin gilt das Gleichheitszeichen nur, wenn es in (4) gilt, also nur 
fur Kugeln. 

Es seien nun 

r, r 


die Kriimmungsradien der ebenen Projektionskurven ; dann ist nach (1') 
(6') r + r=I). 

Nach W. Blaschke (Kreis uad Kuge], S. 108 (II)) ist 


(7') 


r =Rjcos a +Resina 
r=R 1 cos , « -f R sin 0 a. 


Nun besitzt cine Eifache mindestens einen Nabelpunkt N(R,=R 2 ), 
doj*t ist also 


(*') 


r=R, = R,=R, 
r==D—R. 


Von N geht eine Sehne S von der Lange D aus. 

Betrachten Wir nun alle Projektionen senkrecht zur Richtung von 
S, so gilt fur diese alle die Gleichung (8'). 

Dann aber folgt aus (7), dass auch 

(9') R,==R,==R==r 

sein muss; Der Gegenpunkt N eines Nabelpunktes N ist also wieder 
Nabelpunkt. 

Dann aber ist nach (3) 

R’ + R’=jfc^2RR. 

Andererseits ist nach (S'), (8'), (9 ) 

R-+R*+2RR 

=D 

»ft'+2RR 
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^2 k\ 

sodass also 

2RR=& 2 ist 

und somit in (5 ) das Glichheitszeichen folgt, w. z. b. w.. 

(c) Man iiberzeugt sich analog leicbt davon, dass unter Verwendung 
der friiheren Bezeichnungen die Kugeln die einzigen Eiflachen sind, fur 
die die Relationen bestehen : 


r R, -f R, =a—konst. 
R 2 + R 2 = b =konst., 

1 




Beitrage zur Geometrie der Kreise und Kugeln (IV) 


Saji Matsumura 


(Accepted for publication, January 20th, 1933) 

(1) Den Kennzeichen der Kugel, die ich vor mehreren Jahren und 
vor kurzem gefunden habe, will ich hier einige weitere folgen Jassen. 

Wir betrachten zunachst ein Kennzeichen der Kugel. 

Im 40. Band des Jahresberichts der D. M. Y. (1931) hat W. 
Susz das folgende zu Erweiterung anregende Kennzeichen des Kreises 
bewiesen : 

„Fur jeden Punkt P eines ebenen Eibereichs E sei s(P) das Minimun 
der Langen aller P entlialtenden Sehnen von E. 

Dann sind Kreise die einzigen Eibereiche, welche hochstens in 
einein Punkt mehr als eine Sehne kleinster Lange 8 besitzen.“ 

Mit denselben Hilfsmitteln will ich hier die folgende charakteristische 
Eigenschaft der Kugel beweisen : 

Fur jeden Punkt P leines raum lichen Eibereichs E sei das Minimum 
der Flacheninhalte aller P enthaltenden Schnittovale von E. 

Dann sind Kugeln die einzigen Eibereiche, welche hochstens in 
einein Punkt eines Durchmessers mehr als einen Schnitt kleinster Flache 
/ besitzen. 

Die Voraussetzungen dieses raumlichen Satzes gehen also iiber die 
analogen des ebenen Satzes insofern hinaus, als der Ausnahmepunkt 0 
auf einein Durchmesser (Sehne maxiinaler Lange) von E liegen soil. 

Ob der Satz ohne diese zusatzliche Voraussetzung auch richtig ist, 
bleibt hier eine ofibne Frage. 


[Mem. of the Fao. of Sci. and Agr., Taihoku Imp. Univ., Formosa, Japan. Vol. V, No. 7, 
April, 1933.] 
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Zum Beweise folgen wir zunachst dem Gedankengang der Arbeit von 
Susz. 

J( P) ist eine stetige Funktion des Ortes in E. 

Sie nehme in It ihr Maximum an : 

p) 

Wir zeigen zunachst, dass R gerade der Ausnahmepunkt O ist, indem 
alle Schnitte durch R denselben Flacheninhalt besitzen. 

Nach dem bekannten Satz von Brunn fiber die Parallelschnitte eines 
Eibereichs nimmt j auf jeder Verbindungsstrecke von R mit dem Rand 
von E monoton ab. 

Dann betrachten wir fVir jedes g zwischen O und /(R) die Menge 
M(< 7 ) der auf dem Strahlenbiindel (R) R nachstgelegenen Punkte g , fur 
die 

/(G) = 9 

ist. 

M (g) ist eine stetige geschlossene sog. Sternflache, die R im Innern 
enthalt. 

Variiert g von O bis /(R), so erhalt man eine Schar E solcher aus- 
fiillenden, ineinander geschachtelten Stern flachen. 

Jede M(<7) ist nun konvex. 

Denn nach ihrer Konstruktion sind in jedem ihrer Punkte g die 
Ebenen von /(G) Stiitzebenen an 

Umgekehrt ist leicht zu zeigen, dass alle Stiitzebenen von Schnitten 
gleichen kleinsten Inhalts 

j-9 

aus E ausschneiden. 

Deshalb besitzen alle M(< 7 ) abgesehen von dem Ausnahmepunkt O in 
jedem Punkt nach der Voraussetzung nur eine Stiitzebene. 

Da sich nun die M (g) auf R zusammenziehen, so miissen auch alle 
Schnitte durch R gleichen Fl&cheninhat haben. 

Damit ist zunachst die Existenz eines Ausnahmepunktes bewiesen, 
femer aber auch 
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O—R. 

Nun konnen wir den folgenden Satz von T. Kubota anwenden : 
E seien 


r 2 

stets zwei entgegengesefczt gerichtete Radienvektoren von einem Innen- 
punkt O eines Eibereichs E aus. 

Wenn dann alle Schnitte von E durch O (wie oben bewiesen) gleichen. 
Flacheninhalt haben, so ist in alien Richtungen 

(1) ti+tj 

. =2r l 

__ 2 /( 0 ) 


=const. 

Nun soil 0 auf einem Durchmesser D von E Iiegen, also soli 

(2) D=Max (r, + r.,) 

= 2r 

sein. 

Nach L. Bieberbach bestebt nun zwischen dem Durchmesser d eineer 
ebenen Eibereichs e und dessen Inhalt i die Relation 

(3) 

und hierin ist das Gleichheitszeichen nur fur Kreise giiltig. 

Verstehen wir unter e einen Schnittbereich von E durch O, so ist 

i=>m 

und es foJgt aus (1) und (2), dass in (3) das Gleichheitszeichen gilt. 

Alle Schnitte durch O sind also gleichgroCe Kreise ! 

Ausserdem ist dann co 


(1) Vergl. Matjumura, 8.: Uber knovexgeschlossene Flache, Tahoku Month. Journ. 
Voh 36 (1933 j. p. 194. 
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I) 

2 


r 


also liegen die Mittelpunkte O, w. z. b. w. 

(2) Hier mogen wir einige Bemerkungen iiber DifFerentialgeometrie 
der Kreisscharen angeben. 

1st F(^r) eine Minimallinie, so soil jeder Punkt der Kurve senkrechfc 
zu dem Bogenelemente der Kurve um die konstanten uuendlich kleinen 
•Groszen dg verschoben werden. 

Fur die Zuwachse dt und dr von t und r erhalt man daher die 
Gleichungen : 

( 0fl t )df+2 ( 0 t 0 x )8 Wt + ( 0 X 0 X )dr*=dg 2 
( 6 t 6 t )dt dt + (0 t 0 x ){dtdr+chdt)+ (0 X 0 X )drdr=0, 

'Oder wenn man setzt 

dF ~pdt-\- qdr=Q, 

die Werte : 


(6&)p-(0,8 z )q 


V{m)(8X)~(SA)} {(8fi,)q-'l{ffljr q +(6X)p ) 




8t=- 


m)q-[6,e)p 


Bei Anwendung der Bezeichnung 


;.dg. 


ist daher 


H 


J (8'8<)q '-2(8&)pg+(8 J^jy~ 
V (07m>*Q-(W 


m= 


dp 



Die Zuwachse von p und q sind jefczt so zu bestimmen, dass 
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d(pdt+qdr )=0 

wird, dann gehen je zwei unendlich benachbarte vereinigt liegende Linien- 

elemente: t , r, p , g und t + dt> . j q + dq der Kurve in zwei ebenaolche 

Linienelemente liber und also die gauze Kurve als Linienelementgebilde 
betrachtet wieder in eine Kurve. 

Hieraus ergibt sich : 


i'pdt+8qdz+[pd-~ + qd-^ i Vr=0 


oder wegen der Homogen eitat von H 


» dH wp > <5H «rp 

*—***> oq=—~— <3T. 


Unsre infinitesimale Paralleltransformation erscheint daher als eine homo- 
gene Beruhrungstransformation im Sinne Lies und ihre charaktaristische- 
Funktion ist die Grosse H, also die Wurzel aus dem zur Form 

dT i =(0 t e t )dv+2(e t ejdtdT+ {pjjdr* 

gehorigen BELTKAMischen Differentialparameter erster Ordnung. Nun 
suchen wir an einer Stelle den Grosztwert von {dtp : dT) 2 , wenn wir dT 
urn den Punkt drehen, wobei <p(t, r) einer Funktion auf unserer Kreisflache 
ist. 

Es soil also 


( dT ) = ^‘ t '+^ r 0 2:== Maximum 
werden unter der Nebenbedingung 

0 =(e t e t )t*+ 2(^A)<v+ (e^)r i. 

Nach der bekannten Multiplikatorregel von Euler und Lagrange. 
bildet man 


Q 



W 


tmd suchfc die freien Extreme von Q . 

Die Gleichungen dS2:dt'z= 0, gebe 
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(jpfi + <Pi r (Pfitft + (0fi*) r') *0, 

( 1 ) 

(*T+ ftOf. —*( (* A)<'+ ) = 0 - 

Multip]iziert man beide Formeln mit t', und addiert, so erh&lt man 



Entfernt man andrerseits < / ,r / am den beiden Gleichungen, (1) so folgt 
*[(*AXW-W] =(W,)?\ -2(0A)<P.<P, + (Wf* 

Somit ist 




ximum 


(MMrWkt+ (MM 
(WA)-(W 


Wenn 


Pdf + 2Q ) dtdr 4 - Rdr 2 —0 


Aflinkrummungslinien auf einer Kreisflache sind, daun folgt 

(WR-2(^ t )Q+(^^)P=0. 

(3) Die Gleichung 

(1) /(5 X > S"> £ n, )=0, 

oder 

f2) i m =qtf> s n ), 

wo die Funktion /(j 1 , j Tl , j in )=0 fiir einen gewissen Wertbereich der 
Veranderlichen j 1 und j n eindeutig definiert sein musz, bedeutet geome- 
trisch ein Paar von Kurven im R», wobei j 1 und g n zwei Kugeln im E* 
sind. 

Ein Hauptmittel zur Untersuchung dieser Kurve in der Betrachtung 
von Kurven, die in der Kreisflache liegen, von sogenannten Kreisflachen- 
kurven. 

Um eine solche darzustellen, denken wir uns j 1 und g 11 als Funk- 
tionen von t und erhalfcen aus (2) als Gleichungen einer Kr*dsfl&chen- 
kurve: 
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(3) En=SlI(<) ’ 

Nun haben wir bei der Untersuchung von Kurven in der Differential- 
geometrie stets vorausgesetzt, dass im allgemeinen die einem Zuwuchs 
At von t entsprechenden Zuwiichse dg 1 , dg 11 , dg ni der Koordinaten eines 
Kurvenpunktes nach gauzen positiven Potenzen von At entwickelbar 
seien. 

Lassen wir nur solche Funktionen g 1 ^), g n (<) zu, bei denen diese 
Voraussetzung in bezug auf dg 1 und dg 11 erfiillt 1 st, so wird sie dann und 
nur dann auch erfiillt sein, wenn der Ausdruck 

S-K^WS 1 , (S n )»+^E n }» 

falls ( 5 % (g n ) 0 ein zulassiges Wertepaar von g 1 , g 11 darstellt, im allge¬ 
meinen nach ganzen positiven Potenzen von dg 1 und dg 11 entwickelbar 
ist. 

( 4 ) S" S m )=const. 

bedeutet eine Schar von einem Paar der Kurven. 

Aus (4) folgt 

( 5) 1 dg 1 + <pp dg 11 -r <Pt ul dg ni =0. 

( 4 ) Es seien zwei Kreise Jt, St im R s gegeben. 

Ist \)=p* g* eine normierte Kugel im R, durch Jl, so setzen wir 

( 1 ) tfl)=p4> t AS r **l 

ein. 

Dann muss sein 

( 2 ) coa 2 <p=T**ptp*, 

wobei <p den Winkel zwischen und St bedeutet, 

Aus (1), (2) folgt 

cos ^ T '^±^pjpj±jyx 

Y A"fli+2A K p,p t + A a p\ 


( 3 ) 
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Aus 

o 

II 

folgt 


(4) 

T'>?+ 2T>,/>,+T VJ_ T'V,+T>, 
A>*+2A>,/>,+A>» A" Pl + A”p, * 

Weiter ergibt sich aus 


Jv_= 0 

dpi 

(6) 

vy 1+ 2Ty Pi +T*pl_ T=p,+T a p t 

A”/); + 2A'-p l p i + A“/>1 A’>, + A>/ 

Aus (4), (5) folgt 

(6) 

T'V. + T 1 ^ _ T>, + T>, 

A 11 /? 1 + A 1 -’^ A 1sf /o, + A w <7 2 

Also folgt der 

Satz. 

Fur Miniraum-oder Maxi mum we rte von <p besteht 


C08> _tv+t>_t>,+^_ 

A'>,+A> t A>,+A*7> 2 

(5) Sind p x : p t und p { : p z die beiden Wurzeln yon 

(i) 

cobY=j^T" + 2/) l ^T' 2 +/oJT- 1, =0, 

so sind 


(2) 

r=pt£+p£ l , 

(3) 

/=/>.s , +^s n » 


(1) genugt und fiir co^<p gilt 


( 4 ) 


cos V -p{p i p t -p,p i )(p~pt-p4>x) 
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was mit (4) verglichen 

(5) T "=p~p,p„ T 12 = - JT *=p~p,p l 

gibt. 


Wir konnen demnach cos ? <££ T j n schreiben in der Form: 


( 6 ) 




1 + ^PiPtPtPi + pif'l 

4 - = - = 

PspiPiPi 


p2 Pi Pi 



Setzen wir <£g T £ n =0, 80 gilt aber auch 

(7) =1 [«“» + «-«>]+ -L, 
also, wenn wir 

Pi_ 

(8) — a, 

Pi 

Pi 

setzen, so entsteht 

(9) <?*> + €-*** =za)+It)-'. 

Durch Multiplikation mit e*** ergibt sich eine quadratische Gleichung 
far e**, deren Wurzeln 

( 10 ) 

man aus (9) ableitet. 

Wir erhalten somit 2i<P= ±lruo, also 
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( 11 ) # - ± -W-=- : =-> 

ft P* 

Wir berechnen das Doppelverhftltnis 

( 12 ) (r/’s I s n ) 

der vier Vektoren 71 /j 5 1 und j n . 

Die Darstellung von ( 12 ) ist 


Cr~r$f )=—£-• -A——=«>-', 

ft —ft ft 


und somit erhalten wir statt ( 11 ) 

Kommen wir nun damit iiberein, welchen der beiden isotropen 
Vektoren wir mit T als erstem bezeichnen, so ist durch 


<£ T 5 n =+^n (rfiY) 

fiber den Richtungssinn des Winkels entschieden. 
Betrachten wir eine Kugelkongruenz ' 15 


(y=rr)(u\ u* 


deren beide Enveloppenmantel 


fj=S(u’, u ! ) ((ss(=0) 

is=i(«S « ! ) ((H)- 0 ) Bind - 


(1) Mem. of the Fee. of Sci. and Agr., Taihoku Imp. Univ., Formosa, Japan, Vol. EC, 
No. 1 (1920) p. 20. 
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Man fuhre die Bezeichnung: 

ein. 

Die betreffenden Koordinate seien wie folgt normiert: 

( 15 ) (S5) =1 

Legt man die folgenden Bezeichungen und Formeln zu Grunde : 


{ 7 jh 7 jk)du h du k = ® hk du h du k (Grundform der 
Tensorrechnung), 

® == ® 1l®22 ®12> == *” (flhl *) = (vh*) == (& Vhk)* 

1 >A* = - (m*)= (Wm)=(&**)’ 

e n =o, e*=o, 

N*=( S ^)=-te), 

I)=r>„D^—D; s , 


dann entstehen die folgenden Ableitungagleichungen 


— ®hky +D a *j+D A *£ 

(6) Eine Schar von 2 oo* Kurven im gewohnlichen Raume R s kann 
dargestellt werden in der Form: 

(!) ?=?&', «,> «•> . <*j)> S n, =5 I,I (i.S «■>«->. a *)> 

wo die Parameter wesentlich sind. 

(I) bezeignet Kurven auf einer Kreisfl&che. 

Die einer bestimmten Kurve a unendlich benachbarten und sie 
schneidenden Kurven sind definiert durch die Gleickungen, die aus 
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(2) ajr=s*J-rfa*«o 

i da* i oa* 

durcH Elimination von y T hervorgehen. 

Liegen ©o 2 Kurvon auf einer Kreisflache, dann bestelien 

(3) Yi( a tf 2, 3). 

Die der Kurve a, . a 8 unendlich benachbarten Kurven der auf der 

Fl&che liegenden Schar sind dann definiert durch die drei Gleichungen 

(4) ilrH" 0 (*-l> 2, 3). 

Da nun auf jede Kugel der Kurven a„. a 3 gerade eine unendlich 

benachbarte, auf der Flache liegende Kurve geht, so bestimmen die fiinf 
Gleichungen (2) und (4) zusammen die Yerhaltnisse der da k ; sie konnen 
demnach nicht linear unabhangig sein. 

(7) Wenn sin 2 f gegeben und y 2 gleich ist, dann folgt aus (16) in (1) 

[T" + (rf- 1)A ,1 >?+ 2[T“ + (f»- l)A ,2 ] m .+ 

+ [T 22 + — 1 )A W ] pi =0. 

Daraus ergibfc sich 

^ ’ *[=(± 1)A"T- |T n + w= i)A"]lT“+ 

p> •• / 0 2 ) 

+ (^-l)A«] - [T IS + (?*- 1)A'-]): [T" + ft*—1)A»], 

Also erhalt man 

m t\ lT'*+(rf- 1)A"1 - t/ L T- + (,f- 1)A«]»- [T^T 

V ‘ [T IS + (if,- 1)A W ] + •/ [T 1 *+(iy*—l)A u ] i — [T" + 

+ (i f-l)A« l ]lT a + fa , -l)A«] 

T(rf- 1)A"J LT3+(^-l)A«]’ 

wobei D das Doppelverhaltnis voa ist. 

1 ((D+.-U+i_Ff+ y -DA- r. _ 

1 V 1 I) * [T" + (5’-l)A"XT“+W—1)4"] 
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(8) Wir wollen mit (x„ y,), (x„ y 2 ) zwei Kartesische Koordinaten 
der Beruhrungspunkte der gemeinsamon Tangenten zweier Kreise im R 2 
und mit (z ly Sj) die beiden Radien der Kreise bezeichnen und dann mit 
(St> p»)> und (&> pi) zwei Kartesischen Koordinaten der Beruhrungs- 
punkte der gemeinsamon Tangenten, und mit ($„ $ 2 ) beiden Radien zwei 
anderer Kreispaare bezoichnen. 

Dann bezeichnet 

(1) (x, - Xj)' ! + (y, - y. 2 f + (s, -Zjf 

das Quadrat der Lange zwischen zwei Mittelpunkten der Kreise. 

Nun definiere man das System der acht homogenen Groszen P und 
p entsprecbend der Proportion 

ft: pi :ft:.: •’£. -‘ft -‘Si :x i : * (Si+pi + ji-*i-yi-*i)> 

a„: q. :q::.:q,^l: £>: 8-: x t :y t :t t : \ Qcf+^+Ss—x^—ai), 

dann sind die 8 homogenen Koordinaten p durch die homogene quad¬ 
rat ische Relation 


X?+Xi+XS-XJ-Xi-XJ-2X - X 7 ^0 
[X 0 =h 1, X,=g., X_==pj, X 3 =£^,, X 4 =3 x„ X,==y„ 

X«—--„ X ? —J (ji + pi+ — xj— yi — cj)], 

miteinander verbunden q, und auch besteht dieselbe Relation. 

Bringt man dies durch die Gleichung 

fo)=X, Y, + X 2 Y 2 +X :t Y:,—X,V 4 - X 4 Y, - XY,- X 0 Y : -X 7 Y, 

= -i C(S.“ hf+ (ft-~ft) 2 +(5i-»■)’-(*.- x -) 2 ~ (.V.-3 hf- (s,- s 2 ) ! ], 
[Y(,sl> ^ »=ft> Y.=j'j )=x 2> \ t ^==y a i 

Yt=J (sH +&- 4 -- yl - ag)], 

zwischen die g und p Koordinaten, dann besteht 

(£9)=- h [(Si •~ 5 •)'’ ■+ 0} i ~ ft) 2 + (S> - 5‘) 2 - (*. - x ') 2 - 
(3/1 y=f) 2 ( s * */) 2 ] • 
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Wenn (jg)=0, dann besteht 

(2) (*, - x,) 2 + («/, - y,) 2 +Oi - z 2 ) 2 

= (Si — S/) ! + 0)i — (ji—8*) 2> 

Nach (1) und (2) kann man wissen, dass (£ ty)=0 bedeutet: die 
Quadrate der Langen zwischen zwei Mittelpunkten der Kreise einander 
gleich sind. 

( 9 ) 1st 

(1) J=0, 

dann haben wir die Hyperkur; en/ n deren Hyperkugeln sich konsekutiv 
beriihren. 

Aus Muhlbachscher Arbeit c2) ergibfc sich 
J=0 

gleich der 

(2) r=±i-r~. 

P 

Also ist (2) die Bedingung fur das die Hyperkurven, deren Hyperkugeln 
sich konsekutiv beriihren. 

( 10 ) Betrachten wir zwei Punktepaare 

(**)= il\ £ n > und (*)«{?,?>, 0“-l f 2) 
im R, dann bezeichnen 

x*=/(x*), ^=0(i«*) 

zwei neue Punktepaare, wobei /, 0 eindeutige stetige Funktionen sind. 
Sind T* 100 ein Matrix 

(1) Nakajima, S.: Eifferentialgeometrie der Kreisscbaren IV, Tdhoku Math. Journ. 31 
(1923) p. 217. 

(2) Muhlbach, R.Ueber Raurakurven in der MoKBiUsschen Geometric, Sitzungsrerichte 
der Heidelberger Akademie der VVissenschaften, Jahrgang (1928 ) 8. 4. 

(3) Rube, H. 8.: An Absolute partial differential Calculus, Quaterly Jouic. of Math- 
ematics, vol. 2 (1931) p. 191. 
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p(2) \ 

•pci) pC2) I 

dann bestehen T KP)/ ahnliche Beziehungen, wie in der Ruseschen Arbeit, 
wobei 

(i) T /Kp) 4 Funktionen von (a -?*) nnd (x^) ; 

(ii) / T* 1CJ0 4 Funktionen von (x*) und (x **); 

(iii) T WJ,) 4 Funktionen von (x*) und (x^) 

* 

sind. 




Ueber Flachen und Kurven (III) 


S6ji Matsumura 

(Accepted for publication, April 7th, 1933) 

(I) Ueber konvex-geschlossene Flaechen 

(i) 

Hier beweise ich, indem ich die Formeln in Blaschkes Vorlesungen 
iiber Differential geometrie, Band II, insbesondere § 64 benutze, den folgen- 
den Satz: 

Die Flache ist dann und nur dann von konstanter Helligkeit oder 
die Kugel, wenn die beiden Punkte p und p , die Gegenpunkten konstant 
Abstand haben, wobei p=g + (R,llf)ty ist. 

Beweis : 1/R,R 2 sei das KrummungsmaB. Wir betrachten den Punkt 
von g mit dem von der Gleichung 

(l) J3 =s+(R>R.)9 

bestimmten Punkt p. 

Sind g und g zwei Gegenpunkte, so ist nach der oben aufgestellten 
Voraussetzung 

(!') P~P= const.=j-g+ (R,R^ - (R,R,)ij. 

Also 

~ j< = (RiR.')i^ - (R>R;).t?+(RiRi)B|j< — (RiRJRIjc 
Wegen (j„ j < ) =0 ist 

[Mem. of the Fac. of ScL and Agr., Taihoku Imp. Univ., Formosa, Japan, Vol. Y, Nc. 8, 

June, 1933.] 
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(R,R 2 ) 4 1j—(R 1 R,)*9. 


Daraus folgt cl) 


(2) 

(^1^)=const 

oder 


(3) 

(R,R 2 ) + (RtR 2 )=const. 

N.B. 

Aus' 2) (3) folgt (2). 


(II) 

Wenn g, g zwei Gegenpunkte von einer Eiflache im R, und <p, ip die 
Schmiogungskugeln in g bezw. g sind, so ergeben CR) sich 

<p=z+n> 

~<P=i+rb 

wobei £, f in g bezw. g beriihrende Kugeln sind. 

Wegen 

(£» £» f<)=° 

folgt aus meiner Arbeit 00 : 

(1) T^const oder (2) £=>*£, 

wenn £i=Bfc, h £=r< l sind/ 1 2 * 4 5 > 


(HI) 


Setzen wir 


(1) Vergl. Matsumura, S.: Uber konvex-geschloasene Fliichen, TAhoku Math. Joum. 
Vol. 36 (1933 ; p. 192. 

(2) Matsumura, S.: Nachtrag zu der Arbeit liber konvex-geschlossene Fliichen, in TAhoku 
Math. Joum., Bd. 36, p. 192/193, die jetzt unter der Prease in TAhoku Math. Jonrn. ist 

(8) Thomsen, Q.: Uber konforme Geometrie (II), Abh. au9 dem Ham. Seminar Bd. IV 
S. 123. 

(4) Matsumura,' S.: Uber Fliichen und Karven (I), Mem. of the Fac. of Sci. and Agr., 
Taihoku Imp. Univ., Formosa Japan, Vol. V., p. 36. 

(5) Matsumura, 6.; Nachtrag zu der Arbeit Uber konvex-geschlossene Flic hen, in TAhodu 
Math. Joum.j Bd. 86, p. 192/193, die jetzt unter der Presse in TAhoku Math. Joum. ist* 
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» 2 +r 2 +o 


und 

®*-r*-®N=o 

voraus, so werden die Krummungskugeln £ der Flache 6 (u, t?) durch 




und die Zentralkugel rj reap. Mittenkugel durch 


E+- 


© 




gegeben. ( ° 

Aus meiner Arbeit (i> oder aus ( 1 ), unter geeigneten Bedingungen, folgt 
der 

Satz 1: Die Eifliiche ist dann und nur dann von der Flache 

+ J >± /f ±j-jl =const., 

£ 2 -f-99 2 

oder von der Flache 

=const., 

&-f-sv 

wenn die beiden Krummungskugeln £, £ von Gegenpunkten zusammen- 
fallen. 

Satz 2: Die Eifliiche ist dann und nur dann von der Flache 


vV+93* 


© , © 

+ &-f-W 


= const., 


odrr von der Flache 


ft 

$*- 7 *- S3 2 


=const., 


wenn die beiden Mittelkugeln 7 , ^ von Gegenpunkten zusammenfallen. (2) 


(1) Blaschve, W.: Vorlesungen tiber Differentialgeo. Ill (1929) S. 338. 

(2) Matsumtjra, S.: ijber konvex-geschlossene Fliicben, Tfihoku. Math. Journ. Vol. 36. 
(1933) p. 192. 
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(IV) 

Aus (1) 2 3 4 5 (5) in P. FRANCKScher Arbeit <2) folgt 
M=A, 


wenn e=0 ist. 

Aus (8) in P. FRANCKScher Arbeit ergibt sich 

# a=-/dm; 

denn wenn e=0 ist, so foIgt C3) 

p=d. 

Also folgt aus (6) in P. FRANCKscher Arbeit 
K=const. 

So ergibt sich der Satz : 0) 

Damit die Affinnormalen einer Flache mit den Normalen zusammen- 
fallen, ist es notwendig und hinreichend, dass die Flache C4) von konsfcanter 
Gaussischer Kriimmung ist- c "° 

Wenn ein Ovaloid diese Eigenschaft besitzt, so muss es nach dem 
wohlbekannten Satz von Liebmann Hilbert eine Kugel sein. 

Die Fundamentalgrossen der Flachentheorie in j bezeichnen wir mit 
E, F, G, L, M, N und setzen D gleich der positiven Quadratwurzel aus 
EG-F 2 . 

Bei Zugrundlegung der Asymptotenlinien als Parameterlinien ist 
(1) L=0, N=0 

und die Fundamentalgrossen der affinen Flachentheorie konnen durch die 
Formeln 

(1) Kubota, T.: Ein Problem in der Affingeometrie, Science Report of the TOhoku Imp. 
Univ. Vol. XVI (1927) p. 809. 

(2) Franck, P.: t)ber eine Klasse von FlSchen mit verschwindender totaler Affinkrttm- 
mung, Mitteilungen der Math. Gesellschaft in Hamburg, £d. VI (1924) S. 113. 

(3) Blaschke, W.: Vorlesungen iiber DifFerentialgeometrie II (1923), S. 173. 

(4) Su, B.: Contributions to the Theory of Minimal Surfaces, Tdhoku Math. Joum. Vol. 
SO (1929) p. 131. 

(5) Frank, P.: Uber affine Geometrie XXXII, Math. Zeits. 11 (1921) S. 299. 
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( 2 ) /= VmC, a=/{ g 1 D=/j 22 j 

erklart werden. 

Die Richtungskosinus der Flachen normal e bezeichnen wir mit X, Y, 
Z und die der Affinnormale mit l 9 m y n. 

Sefczt man dann 

( 3 ) A=M'+e| 12 j 2 + 2 F| 12 j { 12 J+G[ 12 } 2 

und A gleich der pasitiven Quadratwurze] aus dieser Grosse, so wird 

(4) = —£-<»*. + &> 

und 

(5) cos 

A 

wobei e der Winkel ist, welchen die Fliichennormale mit der Affinnor¬ 
male einschliesst und auch c,) 


( 6 ) *S»+S,+*S«»= 0 

ist. 

Fur die Punkte e=0 ergibt sich aus (3) und (5): 


(’) {? M ? I! ? H v I' 0 -' 


d.h. 


( 8 ) 

oder 

(9) 


E ' GE„—FG„ 
v EG„-FE„ 


f+2F- 


GE-FG,, 
EG„—FE„ 


+ G=0, 


E<t"+2F<7+G=0. 


Aus (9) folgen 


(1) Vergl. Nakajima, S.: Dber zwci Fliichen, welche eine Beziehung haben, Tfthoku 
Math. Joum. Vol. 30 (1928) p. 142. 
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T= -F^t/F^-EG 


t/F-EG 

^-TS- > 


X=*-<i( -FaFyT^EG+EG ^ 
V MT- ) 


So ergibt sich 


S= W ( -^ F+G “^l^ + ^ E +' i;L! +^r>< 

x(E'G+2E„E„F+ EE?,- 4EF; )+/i(l + ;„) x 

XE.+ Z™ 

DD 1 

K= MyF(-E,F+G„E) 

2D a D‘ ’ 


wobei und (10), (11), (12) bestehen. 

Fur unsre Flache<» j ergibt sich 


t- de - 


4 ( =-_L.D.n, 


denn (2> 


I £««<’£«£* \> d 3 - j |, 

3C*==0, M=0 


(1> P ‘“ ^ >er ® in 8ystem Ton Fundamentalgrbssen dritter Ordnung In u«r 

S^S e" 6 ’ B,( * angBberichten der Kai “ ri - Ak ^- der Wi». in Wien Bd. 128 

(2) ScmnrPEns, Q.: Einffihrqng in die Theorie der FlSchen, Berlin nnd Leiprig (1922). 
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(V) 


Wir betrachten quadratische und kubische Formen 
-e du 2 -f 2 fdu dv+gdv* y 
=A du*+3Bdv?dv*t- 3C du dtr+Ddv* 


(i) 


f 


in diffbrentialer Affingeometrie, 
Dann folgt 


( 2 ) 


d, 3 

L =-L__- 


C= 


V\ eg-f I 

c?. 


B= 


V\eg-F\ 


V I e 9~f | 2 


fl-u-X, =D 


d 4 


- 2 -«.-/«» 


3 

— ~7r9v> 


V / I«S'-/ 2 | 2 


wobei d 17 d.,, d, d 4 fundamentals Grossen dritter Ordnung cl> sind. <2) 

Wenn Rotationsnormal mit Meridianekurve zusammenfallt, dann 

folgt 




d.h. 


d. 


= 0 : 


(VI) 

Man kann (ii) und (v) in Jervis Arbeit CS) leicht aus (15) Lochs’ 
Arbeit herausziehen. 

Auch kann man aus Lochs’ Arbeit' 4) Cardas Arbeit (5) herleiten. 
1st 


(1) x cos a) + y sin w —p=0 

(1) Lehmann, S. J.: t)ber ein System von Fimdamentalgrfissen dritter Ordnung in der 
Flachentheorie, Sitrungsberichten der Kaiserl. Akad. der Wiss. in Wien. Ed. 126 S. 1. 

(2) Su, B.: On the Theory of lines of Curvature of the Surface, TOhoku Math. Joum. 
30 (1929) p. 457. 

(3) Sybil D J ebvis : Some Properties of Affine Normal, Tfthoku Math. Joum. Vol. 36 
(1933) p. 320. 

(4) Gustav Lochs: Die Affinnormalen der Bahn-und Hilllkurven bei einer ebenen Beweg- 
ung, Monatshefte fdr Math, und Physik Bd. 38 (1931) S. 44. 

(5) Karl Card a : tiber eine von L, N. M. Camot berechnete Differentialinvariante, 
Jahresbericht der Deutschen Math. Vereinigung Vol. XXVIII (1919) S. 78. 
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die gegebene Gleichung einer Ebenekurve, so kann man aus Jervis 
A rbeit wissen : 

( — 3 sin <o • +cos co . - - (T — \ x 
\ dco / 

( 2 ) -f-^3 cos co • < 7 +sin co • ^ ^jy 




dco 


+ P “ 


da) 


ist. 


die die Gleichung der Affinnormale von dem Krummungsbild cl) von (1) 
ist, wobei 


<j=p-' + 



d ! p 

da ) 2 




p=p + 


dp 

dw 2 


ist. 


Man kann 


( —3 sin co •/> + cos co -^P— ^ x 
V ' dco ) 


-l( 3 cos co • p -f sin co \ y 
\ dco ' 




in Jervis Arbeit 1 (2) in der Form 


cos co »x+sin to»y—p 


ausdriicken, wobei 0 konstant aus co ist. Hieraus folgt der 

Satz : Das Verh&ltnis der Distanz von einem beliebigen Punkte auf 
der Affinnormale bis zu 


(1) Paul Bohmeb: t)ber elliptisch-konvexe Ovale, Math. Ann. Bd. 60 (1906) 8. 266. 

(2) 1. c (3). 
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* - cos o)+y - sin —j>=0 
mit ist unabhangig von co¬ 
il) Ueber zwei Flachen, welche eine Beziehung haben (1) 

(i) 

Tragt man auf die Normalen einer Flache y {u, v)> die schon in 
meiner Arbeit aufgenommen ist, eine konstante Strecke c auf, so bildet 
der Ort der Endpunkte eine Flache e (u, v). 

Wenn E, F, G und L, M, N die Fundamentalgrossen erster-bezw. 
zweiter Ordnung von y (u, r), e, f, g und l, m, n die Fundamentalgrossen 
erster-bezw. zweiter Ordnung von e ( u, v) sind, so folgt 

/E=(l-~c ? ife)e+c(2+c/*)7, 

F=(l — c'k)j+c(2+ch) m, 

G«=(l — ck)g + c (2-fc/i) n, 

L =l-c(ke-hl), 

M=m — c (kj— hm ), 

N=n—c ( leg— 7m), 

( 1 ) 

€=(1 -KK) E-Jfe (2-ffl) L, 

/=(1 - VK) F—k (2 —£H) M, 
g=(l-k*K)G-k(2-kK) N 
J=L+£(KE-HL), 
m=M+& (KF—HM), 
n=N+*( KG-HN) 

wobei K, & totale Kriimmungen von y (u, v) bezw. e (u, v) sind. 

Dann folgt 


(1} Nakajima, 8.: Dber zwei Flachen, welche eine Beziehung haben, Tdhoku Math. 
Joum. Vol. 30 (1928) p. 142. 
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! •*£«•+" S«+S«=°> 

__ E„G-FG U 1 , EG—F 2 
" EGC-FE, ’ 2 E,F-G U E’ 

wobei (1) besteht. 

Aus (2) folgt 


( 3 ) 


^Eur+^SM + Er* 10 ' 

ff _ [(1 -c"fc)e+c(2+c/iy],[ (1 -c ? %+ o(2+c/t)n] - 
[(1— c”k)e +c(2+c/t)i] [ (1 — ck)g +c(2+c/i)n]. — 

— [(1 — ck)J +c(2 + c/t)wt] [(1 — c’k)g +o(2+c/t)n]„ 

— [(1 — 6'k)j +o(2 + c/t)m] [(l-c^)€+c(2+o/»y],’ 

1 jj _[( l-c ^ )e + o(2 + c / t y] [(l-o' , %+c(2+c/ t )w]- 

2 [(1 — o'l)e + c(2+c/t)i]„[(l— c’k)f+ c(2 + cft)m] — 

— [(1 — c^)J+c(2+c/i)m] 2 

, - [(1 -c*%+c(2 + c/i)n]„ [(1—o"i)e+c(2 + c/t)?' 


Als die Folgerung aus der obigen Rechnung erhalfc man die folgende 
Beziehung <1> 


( 4 ) 


( S= ^& (_E “ F + °“ E) { (1 + ^) !E +^ ! + 


+_^_(EtG+2E w E,F+E^-4EF„) + 




/M-EFL’ 
DD' ’ 


g_ M>F(-E^+G.E) 
2D 2 !)' 


wobei a und (1) bestehen. 


Setzen wir j=Z. exp. 



i“) 


in 


^S«+ ff S«+S»= 0 » 


(]) 1.0. (1) p. 146. 
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bo geht fiir Z die Gleichung 

(5) Z uv +c,Z=0 

mit Cj = —— hervor. (1) 2 


Setzen wir 


(H) 


in 


l= c > 



cot (D + 



-=<p u cot a), 


+ E „=0 

ein, dann erhalten wir 

(1) C„—(tp „ cot to + -)c„+f„ cot to. C„=0, 

' <Pv ' 

wo tp eine willkiirliche Funktion von u, v, to der konst. Winkel und 


0 = <p „tp v +cotut ■ 


<P«v— cot to . -¥x-tp m 

<Pv 


ist. <S) 

Das Verschwinden der Invariant© J 2 erfordert: 


(2) )+cot<u -tp w +- tp u tp v =0 . 

du \ (p v 1 sin*a> 

Um eine Losung dieser Gleichung zu erhalten, setzt VoB: 

<P=j(u+v), u + v=8, f'=e\ 

Und er erhalt, indem er f zu unabhangigen Ver&nderlichen macht und 

dg 

0 = -setzt, die Gleichung 

a: ° 


(1) Hans Justus Jonas : Uber W-Strahlensysteme, Flachendeformation und aquidistante 
Kurvenscharen, Doktor-Dissertation, HaUe (J908). 

(2) Volk, O. : Zur VoBchen Arbeit, Sitzungsberichten der Bayer. Akad. d. Wiss. (1924) 
8. 165. 
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(3) ~-^- + 2 cot <u eV+ ,Lw a Q, 

d£ sin ? a> 

die VoB nicht weiter behandelt. 

Setzt man 

so erhalt man aus (3) ; 

dW 


( 4 ) 


— to — 2 cot to W 2 —- 

sin*a» 


W*=0. 


Durch die Substitution 

W4 -sin to cos to 


tgt= 


sin to 


findet man 

Es wird 

( 5 ) 

also 


^ = C 1 C' Cot " 1 cos (to + 1). 

-=C l e-«>">‘(to + t)=f(u+v), 


dt __ dt d£ 


d8 d£ d8 


/=*+r> 

und die Gleichung (1) fur C wird 

-Ajog {C v -f C t e- 001 " 2 sin (to + t) C} +C t cot to e' cotw * cos (to+t) 
und die Integration ergibt 


( 6 ) 


2=COS + 


‘^7’g—Cot io t 


dv+Ucos (to + t), 


cos (to + t) 

wo U, Y die willkurlichen Funktionen von u bezw. v sind. 

(3) Nachtra g zu der Arbeit tiber (I) in (I) 

Nach Voraussejbzung gel ten gleichzeitig die Beziehungen 
(4) *+$=0, f+£=0. 

Es ist also \auch 
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und wegen 3E=ty X=1 nach (4) 

(5) 3e+x=o. 

Nun ist aber J=r£/RjR 2 £, also nach (4) und (5) 

(6) R, R^R^—const., 

letzteres nach dem an der genannten Stelle Bewiesenen. Nach dem bekann- 
ten Satze von LiebmaNN ist die betrachtete Eiflache nach (6) stets eine 
Kugel. 

Da fur Kugeln umgekehrt auch stets die Voraussetzungen (1') von 
friiher erfullt sind, so ist hiermit bewiesen der: 

Satz: Die Kugeln sind die einzigen Eiflachen , far die die Punkte 
P=^-}-(R I R,) ^ in Gegenpunktcn zusammenjallen . 

Man kann iibrigens auch folgendermassen schliessen : Aus (4) und 
(P) folgt 

(Rj R.,)-f (R, Ro)=«=constant, 

£ ist also eine „ Eiflache konstanter Affinhreite (SuB, AY., Math. Ann. 
96.) d. h. ein Ellipsoid, und da dies von konstanter Helligkeit sein muB, 
kommt nur die Kugel in Betracht. 

Bei dem auf S. 193 (Tfthoku Math. Journ., Bd. 36) zuerst genann¬ 
ten Satz fiihrt der analoge Beweis zunachst zu der Tatsache, dass die 
betrachtete Eiflache von konstanter Breite ist; versteht man unter H die 
Stiitzfunktion, so ist 

(7) H+H=6=const. 

Gleichzeitig aber gelten die obigen Gleichungen (4) und (5), aus 
denen wenigstens 

(8) R, R 2 =RTR~ 2 
gefolgert werden kann. 

Nun sind bei Eiflachen konstanter Breite bekanntlich die Normalen 
zugleich im Gegenpunkt Normalen. 
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Also ist 

(9) R^R,=& (i=1, 2). 

Aus (8) und (9) aber folgt 

(10) R t +R 2 =6=const. 

Nach einem bekannten Satz von Christoffel sind aber die 
Kugeln die einzigen Eiflachen mit konstanter Summe der Hauptkriim- 
mungsradien. Also lautet der wirklich bewiesene 

Satz: Die Kugel aind die einzigen Eijkzhen, jiir die die Punkte 

j»=E+ H >J 

in Gegenpunlcten zusammenjallen. 

Aus (8) kann man nach Minkowskc iibrigens auch schliessen, dass 
die Eiflache einen Mittelpunkt besitzen muss, weshalb sie nach (7) eine 
Kugel sein muB. 

Nach dem auf der S. 193 (T6hoku Math. Journ., Bd. 36) ausgespro- 
chenen Satz ist zunachst 

(11 H 2 +H 2 ==c==const. 

und zugleich aber wieder (8) giiltig. 

Nach Minkowski hat die Eiflache ausser der a. a. O. genannten 
Eigenschaft betr. Pedalkurven von Plojektionen auch einen Mittelpunkt. 
Nimmt man an, dass O dieser Mittelpunkt sei, so ist nach (11) der Satz 
bewiesen : 

Die Kugel sind die einzigen Eiflichen mit dem Mittelpunkt O , fur die 
die Punkte 

p= s+IPij 

in Gegenpunkten zusammenfallen. 

Auf dieselbe Weise fiihren auch die Ansatze zu Kugeln: 


.JP=S+ 


R1+R2 ^ 


„ rxl/ 1 . 1 Y 
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Aus 


folgtf” 


wobei 


(E. E> h-l»> s)=° 


S=A' Ei 


Hier nehmen wir an 


5=°. 


(1) Matsumuea, S.: Uber FUichen und Kurven (I), Mem* of the Fae. of Sci. Taihoku 
Imp. Univ., Formosa, Japan, Vol. V., No. 3 S. 36. 




Beitraege zur Geometrie der Kreise und Kugeln (V) 

SAji Matsumura 

(Accpted for publication, April 7, 1933) 

( i ) 

Es seien zwei Kreise St, R im R, gegeben. 

1st eine normierte Kugel im R. durch St, so sotzen wir 

( 1 ) 

Dann muss sein 

(2) cosV=T flt V«/> { o 

wobei <p den Winkel zwischen und $ bedeutet. 

Aus (1), (2) folgt 

(3) tan>=-( A --^k* + 2 T 1 ’) p,p;~( A.- 2 —T") p:, 

V J T‘V>f+2T'7 V ,+T->l 

Also folgt der 

Satz : Die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dass 


C, 

C, 

C, 

i 

C, 

c. 

c. 

A 11 —T u 

A u> -T l - 

A"—T" 

—tan’V 

pi 

T 2 

T-- 

A 11 —T 11 

A' 2 -T' 2 

1 

A K -T- 

C 1 

1 

C 

A it -i 11 

C 3 

J^V2 rpi 2 

1 

Ar-T- 


-tanV A 1, —T 11 A 12 —T 12 A 22 -!'" + 


[Mem. of the Fac. of Sci. and Agr., Taihoku Imp. Univ., Formosa, Japan, Vol. V, No. 8, 
June, 1-933.] 
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-t-tan 2 ^ tanfy 


0 , 

T n 

T» 


T 12 

T 12 


C 3 

r£22 

T 22 


unabhangig von 

C\p\ + 2C^p^p 2 4 * C?pl —0 

ist, ist die, dass die Kurvenscharen involutorisch zu 


(A 11 —T n ) p\+ 2 (A 12 —T 12 ) ptpt+i A 22 -'!*) />2=0 
T‘V?+2T ,2 /> I /> 4 +T i2 />i-0 
und involutorisch zu 

(A 11 — T n ) tf-2 (A 12 —T 12 ) ^+(1*-®“) 0 

T n />f+ 2 P^+Pjoj^O 


gehoren. 

Aus (1), (2) folgt 

, 8 ( C0S V) —2 (T" />, + T'- />,), 

°Pi 

( 4 ) 

-A(i5L=2(A’V, + A“ / > J ), 

8 />2 

so besteht 

0=(T>,+T'V«) (A^+A-ft) 
d.h. 

(5 ) 0=T" A’V? + (A ,! T 12 +T” A 22 ) ^A 5 * fi. 

Aus cos 2 y>=A 2 folgt 

(6) 0=(T“ - W A 11 ) />f+(T 12 -Jb 2 A’ 2 ) />, /> s +(T 22 - ft 2 A 22 ) 
Aus (6), (6) folgt 

(7) T"A’ 2 _ A’ £ T 12 +T i, A 22 _ T ,2 A“ 

^ ; T"—J 2 A” T‘ 2 —£ 2 A“ T 22 —A'A 22 ' 
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(7) 1st die Bedingung dafiir, dass 
cos 
ist. 

1 st <p=z<p(t) y danii folgt aus (2) 

(8) BiaV(<)=(A‘»(<)-T-»(<) )p.p„ 

wobei t ein Parameter ist. (,) 

AVenn sin 2 <p{t) die Maximum-oder Minimumwerte haben, danu folgt 
aus (8) 

Also folgt der 

Satz: Die Auzahl des Maximums imd Minimums von sin ? ^ (t ) ist 
zwei. 

Die quadratische Form 

(10) cos <p=j ([> i°. /. tu [>t 

1 — 1 

wird durch die Substitution 

(11) /\ = a*(i~l» 2) 
in die Form 

(12) j(*a) $J + 2 f(a fi) c, c,+/(^ cl 

ubergefiihrt, also, auf unendlich viele Arten als Quadratsumme 

(13) ^,3+^et 

dargestellt, da die Gleicbung /(a/3)=-0 auf unendlich viele Arten erftillbar 
ist. 

Das Tragheitsgesetz gibt die Invarianz aller moglichen Quadrate, der 
positiven und der negativen. 

Aus (2) folgt 


(1) Vergl. Matsumura, S.: Beitriige *ur Geometric der Krefee und Kugeln (I\ Faculty 
of Science and Agriculture Taihoku Imp. Univ. Vol. V (1932) p. 121. 
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(13') 


(COS’<p=p, p f T"*, 

(cosV= j o # PfT a \ 

Aub T«»=T ,f folgt : C1) 

COS f = ±cos f, 
d <T x =dty 
d <j.,=dt, 

d. h. da^da*. 

Aus T* p =const. T* p ergibt sich 

cos ip = ± const, cos y>. 

Wenn der Winkel zwischen t) und ${ gleich Null ist, dann folgt 


aus (2) 

(14) 

wobei 

(15) 

Aus (2) folgt 


T' 1 pi + 2 T 1 - p, p.. + T" pl=l, 

A" ^+2 A«/>. ft+A a /4=l. 

(cos2y>=(2T n - A’>? + 2(2T , --A , >,^+(2T- - A“)/4 

tnn y_ (A ,, -T 1 V+2(A«-T'>^ + (A“-T a ) P ? 

Y T"p\+Zl"-p,p.+T-'-pl 

(16) L a T>f + 2^ jt T^_ 

A 1, /«+2A.> lft +A«^ 

ninV _ (A"-ry+a(A tt -rw(A g -n f{ 

; ^ A 1 Vi + 2A 1 >,^+A>5 

Man kann (16) untersuchen wie in (3). ip muss von p a unabhangig 
sein. Das ist nur moglich fur 

• T* p prop. A* p . 


(1) Naxajima, S.: Kugelgeometrie yon M obi us, Memoirs of the Faculty of Science and 
Agriculture, Taihoku Imp. Univ. Vol. II (1929), p. 13. 
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Wir meinen : 

(17) cosY=T'“'<7 <I /5 f , co8V=T‘ |, j o«/ , ii> 

wobei 

(18) A a V«i»i. = 1 > a * i 7>«i 0 i>= 1 * 

Aus (18) folgt 

(19) (A* 1 '— A.* 1 ’) p a pf,=0. 

Also folgt aus (17) und (19) 

fon , cos'? _ T"J-+ 2JT'• (A" - A") + T* (A" — A 1 ') 2 

’ cos y TJ-+2JT ,s (A"-A") + T-(A ,, -A") 2 ’ 

wobei 

J=A'--A'-± /(A 7 -T')'-("A ,T ^A n ) (A 2 -—A^y 
ist. 

Aus (1G) folgt, daG ip vou p x und unabhargig ist, wenn die 
Bedingungen 

(21) A 11 : A 1 ’: A"=T M : T 1 -: T-- 
bostehen. 

Unsre Bedingungen erfordern, dass es eine Funktion * braucht, die 
den Gleichungen 

A 11 z=x T' 1 , A 1 -^* T ,,J , * A -=x T-- 

geniigt. 

Wenn <p = 0 ist, dann folgt aus (2) 

(22) T'Vr + 2 T'yv,+T->;= 1 
Aus (1) und (22) folgt 

(A 11 -T 11 ) p~+2 (A 12 —T ,a ) Pl o 2 + (A 22 —T 22 ) 

A 11 _X 11 A 12 _T 12 

"a^t^ = a^-t-*’ 


(23) 

Wenn 
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dann 

<p=0 

in einer Stelle. 

Wir gewinnen zwei Kugeln 

^ I= =iO«^ a j 

wobei 

(T**—* 2 A a! ') p a pi=Q, (T a 14 — *°A* P ) paPt =0 siad, 


wenn 


ist. 


cos <p=x 


Ist p eine Kugel durch S£, dann kann man setzen 

b = -f J P_ * ty, wobei cos toty=cos 

r A**p m f>i 

oder wenn man j geeignet erw&hlt, dann kann man setzen : 

wobei 


,-r +yyipie.> » 

5 r 


A A 

cos =COS gty + cos (p. 


* ( 2 ) 

( 1 ) ^(s T > s n . j UI )=const. 

bezeichnet C1, eine Scbar von Kurvenpaaren. 1 * 

A us (1) folgt 

d fsafti d 5 1 + y s n d + y> £ ni d J ,n = 0 , 

d. h. 


(1) Thomsen, G.i Uber konforme Geometrie II, Abh. aus dem Math. Seminar der Hamb. 
Univ. (1925), S. 138. 

(2) Matsumuba, S.: Beitriige sur Geometrie der Kreise und Kugeln (I), Memoirs of the 
Faculty of Science and Agriculture, Taihoku Imp. Univ., Yol. V (1932) p. 142. 



BBITRAGE ZUB GEOMETBIE DEB KBEISE HKD KUGELN (v) 309 


(2) d<p=0 . 

1st die Paffs Gleichung 

Xd j I +Ydjc 1I +Zd j m =0 

auf die Form (2) reduzibel, so kann dies vorerst so eintreten, dass ihre 
linke Seite direkt dap gleicli ist, also dass 

Xd^+Yd^+Zdj 111 

ein vollstandiges Differential ist. 

Dazu ist bekanntlich notwendig und hinreichend, dass die drei 
Relationen 

Y^ni-Z^O, Zjf—Xj ra =5s0, X^-Y^O 

identisch bestehen. 

Wenn die Relarian 


x / 0Z 3Y\ y /0X 0Z \ 

\ di u ) V a £ ra df ) 



0Y _ 0X^ 

V >' 


A 


obwohl die Bedingungen 


df 3 s m 

0 5 m 0jl 

J3Y_ 3X _ n 
h x 3j n 

nicht erfiillt fiind, besteht, so kann Pfaffs Ausdruck 

X( S x , F)d£+Ytf, s", f')df+ 

+z( S s f, rw 

auf die Form 

^(s 1 . s n , n-w. i a , n 
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gebracht werden. 

<P(£+ d £> E n > S m )=0 bzw. ^(j 1 , f l +df, j m )=0 
bedeutet zwei benachbarte Punkte von 

(3) f {f, s n . S m )=0. 

Eine Parameterdarstellung der Kurvenpaare (3) ergibt: 

( 4 ) a =/>(«> *)> s n =/i(«) v )> *)• 

Darin sollen /„ ^ innerhalb eines gewissen Bereiches eine ein- 

wertige analytische Funktion der beiden unabhangigen Veriinderlichen u 
und v sein, und zwei dieser drei Funktionen sollen voneinander unabhangig 
sein, d.h. nicht alle drei Funktionaldeterminanten 

(f)v (f\)u C f)v> 

(/Mfdr-ifXUd* 

sollen fiir beliebige erlaubte AVertepaare u, v verschwinden. 

Jedes Kurvenpaar kann auf unendlich viele verschiedene Arten in 
Parameterdarstellung gegeben werden. 

Wenn man namlich in (4) statt u und v zwei voneinander unab- 
hangige Fnnktionen 

(5) u=X (u y v), v=fi(u, v ) 

von zwei neuen Parametern u, v setzt, so werden g 1 , g n , g ra die Funk- 
tionen von u, v, so dass eine neue Parameterdarstellung des Kurvenpaars 
(4) ergibt: 

(6) j T =0(u, i), j h =A(u, v), j m ='/ (it, i). 

Jetzt sind zwei der drei Funktionen 0, X, W voneinander auch 
unabhangig. 

Liegt eine Daratellung 

£—J\ («> «)> £ l =Ji ( u > »)» S m =/a(«> v) 

einem Kurvenpaar mittels zweier Parameter u und v vor, so ergibt sich 
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aus ihr die allgemeinste Parameterdarstellung ein und desselben Kurven-* 
paars dadurch, dass u und v zwei voneinander unabhangigen Funktionen 

(7) \L = X(u, v), V=ft (u, v) 

zwei neuer Parameter u und v gleich gesetzt und diese Funktionen statt 
u und v in die gegebenen Gleichungen eingefiihrt werden. 

Geben wir dom u einen bestimmten Albert u , wiihrend wir v ver- 
nnderlich sein lassen, so ergeben sich diejenigen Punkte (jc T , g n , £ ra ) des 
Kurvenpaars, fur die 

( 8 ) s 1= ./> ( u -> r )> x"=ft(n>t *’)> s m =/<(k, v) 

ist. 

Auf einem Kuuvenpaar mit den Parametern u und r wird jeder 
durch eine Gieichung 

(9) L> (u, r)=0 
zwischen u und v definiert. 

Eine einfache unendliche Schar von Kreisen auf dem Kurvenpaar 
(4) wird durch eine gewbhnliche DifFereutialgleichung erster Ordnung 
zwischen u und r definiert : 

( 10 ) U (u, r) dr—Y (u, r) du= 0 . 

Man gelangt sehr oft in der Theorie der Fliichenkurven zu den 
Gleichungen, die iu du und dv homogen und quadratisch sind : 

(11) A (u, v) du * 4 - 2 B (it, r) du dv 4 - C (u, v) dv’=0. 

Nach der Theorie der quadratischen Gleichungen lasst sich eine der- 
rartige Gleichung zerspalten in 

[A du + (B/B^AC) dv ] [A du + (B-/B--AC) drj= 0 , 

so dass sie in zwei DifFerentialgleichungen von der Form (10), namlich 
m 


A du -f (B ± i/B- —AC) dr =0 
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zerfallt, die allerdings nur im Falle B 2 ~AC4=0 voneinander verschieden 
sind. 


( 3 ) 

Betrachten wir n Kugeln £„ . im R„ und setzen : 

(!) £<=fr(0 2 , . n, 

so ist die Parameterdarstellung den Kurven im R n durch n solcher 
Funktionen die wlr analytiscb voraussetzen — im allgemeinen 

gegeben. 

Bezeichnen wir die Ableitungen des % f (t) nach dem Parameter mifc 
Strichen, so ist y(t) des R„ bekanntlich dann und nur dann in keinem 
Unterraum geringerer Dimensionszahl gelegen, wenn 

(2) jr,., <<>, 

d.h. wenn die ersten n Ableitungen des linear unabhiingig sind. 

Nun betrachten wir Punkte 

(3) a(t), [a 2 (0=0], 

wobei 

(4) a j'=aj // =aj' / =.=as < ’" 1 ) =0. 

Bildet man das Determinantenquadrat 

(a> l'> l'> . 

so folgt wegen 

(a, E ', i", ....... s c - ,, )=0 {<}. 

Somit besteht die lineare Beziehung 

(5) «»a + «i S + <z s5E // +.+ a,_,s'"~ o = 0 {<J* 

Wenn wir nunmehr (5) jeweils skalar unit den Vektoren multiplizieren 

j', j", .. 

und wiederum die Qleichungen (2), (3) benutzen, so entsteht das System: 
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«| S?+«2 si s'/+a. Si' £"' +.+ si sS"~°=0 

«! £l ll+<h ll*+ «. ti%"+ . + On-lll 5i" _1, =0 


a|S c«-i)j' +aiS <*- ) j" + a,x$"- , >5 ,// +.+ a».,E^ _,)! =0 

welches abgesehen von der wegen 
«o=t-0 

unbrauchbaren Losung 

«l = « 2 =.= «n- =0 

auf die notwendige Bed in gun g 


r' 2 

Si > 

gl'. 

Ei'sr, 

•••• 



t' 2 

h > 

v " r "/ 

.... in'r > 

=0 


Y (n- W/ 

> s> S» > 

Si Si > 

.... El “- >» 



fuhrt. 


( 4 ) 

((9, 0,) dt' + 2 T /(0 t (9,) (0 X (90 dt dr-(0 z (9 X ) *’=0, 

d.h. 

(1) t/(0 x 0 T ) <« + (1 ± / 2 ) V (0 t e~) dr=0 

und 

((9, 0,) dt ! —2 d< dr-((9 x 6> x ) dr ! =0 

d.h 

(2) T/(M,)~d<-(l T n/"2) >/(d7d7) dr=0 
bilden harmoniache Biischel 05 mit 


(1) Hayahhi, T.i Certain double Systemes of Curves on a Surface, Science Beports of the 
Tohoku Imp. Univ. Vol. VIII p. 217. 
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(d t d t )d{‘+(d z e t )dT l =o. 


( 5 ) 

Betrachten wir drei benachbarte Geradon g, £-1 dj, g + im 

R„ die sich schneiden, dann folgt 

(ss)=o, 

(s+ rf s> s+^se)” 0 ’ 

(i+ d Z.+ d 'b S + d 5+ d 'j)=°> 

(E» S+<*e)=°> 

(fc S+<*S+<*’e)=0, 

(S+ rf S> E+ d S + d 'S)=°> 
wobei £ Kleins Koordinaten 
Aus (*) folgt 

(d 2 & tfs)«0. 

(1) ^=^=^ = 0 

isfc die Bedingung 2) fur das Schneiden der be‘den Geraden und 
Wenn sich aller Nachbarschaften durchkreuzen, dann muB 

(2) i ) jj ,.=^..= 0 

erfiillt sein. c0 
Setzen wir 



( 3 ) }_ __ _ 

so folgt 


(1) Jessop: A Treatise on tlie Line Complex, Cambridge r 1903) S. 20. 

(2) Nakajima, S,: Differentialgeometrie der Hyperboloidscharen Tdhoku Math. Joum. 
Vol. 31 (1929) p.' 260. 

(3) Thomsen, G. • liber eine liniengeometrische Behandlungsweise der projektiyen Flfichen- 
theorle und die projektive Geometrie der Systems von Flacben zweiter Ordnung, Abh. 
aos dem Math. Seminar, Bd. IV (1926) S. 249. 
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(4) 9„9«=° 

wobei jO, p y <T y a skalare Grossen slnd. 

Aus (4) folgt, dass zwei Geraden 

>) + >}« und 

sich schneiden. 

Aus (1), (3) folgt 

(**) (ty* 

Es sei gegeben : 

(6) J. „ 

(b«= a b+^» 

dann folgt 

(7) (D„D,)=0, 

wobei a, a zwei skalare Grossen 

+ t) u und 'V+'Vv 

sich schneiden. 

( 6 ) 

Hier mogen wir illative Kreisflachentheorie untersuchen. Es handelt 
sich im folgenden uin die Einfiihrung einer Beziehung zwischen (0 X 6 k ) 
und dem relativen Bogenelement <p einer FJache (j) beziiglich einer 
Eichflache (c). Zwischen (Q x d k ) und <p ist eino Beziehung 

if =E <ie +2 F dt dr +G dr 1 , E =X (t, r) . (d t 6 t ), 

F=5(<, T).(6 t e % ), G=lft r).(W, 

zu definieren. cl) 

(1) Matsumurra, S.: Beitriige zur Geo metric der Kreise uad Kurven, (1); Mem. of 
the Fac. of Sci. and Agr., Taihoku Imp. Univ., Formosa, Japan, Yol. V., No. 3, p. 
108 (1932). 
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Dann folgen ana Ddschekb Arbeit' 15 die Beziebungen 
I(t, t).(6, 6,)=e=-l, 
l(t, T)-(6 t d z )=j=-m, 

X(t, T)-(O x 0 x )=g=-n, 

wenn man ($) mit der Eifl&che (c) zusammenfallen l&ssfc, so folgt 
<p=K(t, r) {(8 t e t )dl i +2(8 t d x )dtdT+(0 x O x )dT*}, 

$,= —K (t, r) {(< 9 t d t ) dt 2 + 2 (0 t 0 X ) dt dr + (0 x d x ) dr 2 }, 
? 0 =K(*, r) {((9 i ^)d« 2 + 2(d < d T )^dr + (d x ^)dr f ). 

So ist leicht zu best&tigen die Richtigkeifc der Relation 00 : 

X(t, r)^-2H^ + ^ fi =0. 

Also folgt 

(K=J(t, r), , 

(dO=2S5Hd<dr, 

wobei H die mittlere Relativkrummung ist, K die tofcale Relativkriim- 
mung und O die Relativoberflache. 

Fur die Relativkugel ergibfc sich 

l(t, r)=Ji^±M_. 

</>* 

( 7 ) 

Wir betrachten drei Kreise St, ft, ft im die durch die beiden 
JKugelpaare 5*, und ; T [a, ft, y—I, II] dargestellt sind. 

(1) I>uijCHrat, A.: fiber relative Flachentheorie (II), Bitrungsberichten der Akademie der 
Wiseenscbaften in Wien Matkem.-nsturir. Klasse. Bd* 5 and 6, B. 265 (1927)# 

'2) Veigl, 1. c (1). 
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Wir definieren : 

A**=(l* f), 

s"-or?)* 

T“*=A X|t S ai S' ,>t =Sf l * S"*, S« J S*»=S% S 1 " 1 . 

Sind ty^P* X* die normierten Kugeln durch St bzw. ft mit 


so muss 

cos ? f= / ?. i o (1 , r ,? , 

cos’=/>„/>„ T*" 

sein; wobei f> die Winkel zwischen lj und & bezw. tj und St Bind. 
Wenn <p==ip ist, dann muss 

T ap =T* p 

sein. 

In dem Fall (1) seien St und St die Funktionen von u bezw. t> dann 
bilden St(u) und St(t) zwei Kreisflachen, und ergibt sich : 

(1) A" («)/)„/> f =l, 

(2) cos>=T(m, t)p aPy 

Wenn die Kugeln durch jeden der beiden Kreise St und SJ zu dem 
anderen senkrecht sind, dann entsteht: 

( 3 ) p,^t)^p,8^=0. 

Aus (1), (2) und (3) eliminieren wir p l} p# dann ergibt sich <p als 
Funktion von t und u. 


( 8 ) 


Betrachten wir 
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( 1 ) 


_ ^ Pa Pi _ T n + 2T 12 ;+T"-? 2 
A." p a ~p~ ~ A” + 2 A 22 X +A 22 x' 2 


wieder, wobei ^ veranderlich ist. Wir wollen setzen : 


( 2 ) 


3 COB 2 <p 

el 


= 0 . 


Aus (2) folgt 

(A" + 2A' 2 -i + A 22 *’) (T 12 +T 22 *) - (T" + 2T ,2 /i + T*JP) (A 12 +A^)=0 


oder 


d.h. 


( 3 ) 

( 4 ) 

( 5 ) 


A 1 '+ 2 A 12 ^+A 22 A 2 T n + 2T I2 ^+T-’ 2 ^ 2 


A ,2 +A'“>i t ,2 +T-’ 2 <? 

A ,2 +A 12 ; _ T" + T 12 ; 

A’-'+A 22 / T'-’+T 22 ^ ’ 


(A’> T 12 -A 12 T") + (A 11 T 22 - A' 22 T") 2 
+ (A 12 T 22 —A 22 T 12 ) A 2 =0 

oder in Detenninantenform nach Multiplikation mit <>" wird geliefert: 


A” p, + A 12 p„ A 1 -’ p x + A 22 p 2 
(6) '=0. 

T’Y.+T 12 ^ T ,2 /),+T 22 /> 2 

Die beiden Wurzeln k=l x und k=),, dieser quadratischen Gleichung 
bestimmen die Maximum- oder Minimumwerte von cos' 2 ip. 

Wenn 


(A” T 12 —A 12 T")+(A 11 T 22 —A 22 T") <?, 
+(A ,2 T 22 -A 22 T ,2 )^=0, (i=l, 2), 


dann folgt ans (5) 


H _ i / i 1 \_ i A”T 22 -A 22 T" 

“2 v i, X t ) 2 A" T 12 —A 12 T“ 1 

1 A ,2 T 22 -A 22 T'* 


AtXt a”T 12 —A 12 T n 
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( 9 ) 

Betrachten wir Kreisflachen 0) 

t), 

dann Bind & die Losungen der partiellen Differentialgleichung C2) 


J 2 &= 




d 

dt 


e,)*± 


wobei 




). 


T =-/(0,0)(0 x O x )-(0 t OJ. 

Die Kreisfliiche sei anf ein isometrisches Koordinatennetz bezogen, 
und es werde fur dieses von vornherein angenommen : 

(e t e,)=(e^), (M0= o. 

Dann wird 


J ! <?= 


1 / d : & V»\ 

(6,0,) \de Sr 2 A 


3'^_o 

Zt ! 3r-' 


weist auf einen Zusammenhang der Minimal flachen mit den Funktionen 
einer komplexen Veranderlichen hin. 

Wir wollen alle Punkte der Kreisflache suchen, wo <f (t, r) denselben 
Wert a besitzt, wobei <p (t, r) eine gegebene Funktion von t und r ist. 
Dann folgt 

(1) f(t, r)=a. 


(1) KnoblaucH) J. Grundlagen der Differentialgeometrie, Berlin und Leipzig, (1913) 8. 
433. 

(2) Nakajima, 8.: Differentialgeometrie der Kreisscbaren (VIII), Tdhoku Math. Journ. 
Vol. 32 (1930) S. 214. 
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Aub ( 1) ergibt sich 


( 2 ) 


1l 


(M0 -£-KM,)£ 


oder, ist a Proportionalitatsfaktor, so ist 


£-> 

(3) \ 

wo 8 die Bogenlange der gesuchten Kurve auf iinserer Kreisflacho iet. (I) 
Ist insbesondere 


f—a 

der thermische Parameter, so muB 


J"f>=0 


sein. 

d" (p~Q bedeutet aber, dass es eine Funktion p derart gibt, dass 


(4) 


* 

Cl>' 

1 

1 

{W \l -«w 

dt 

\ 

Zip 

V{o t e,) (Mt)-(W * 

(W -(6 t 8 x ) z f 

V 3r 

Y {6 t e t ) (*,*,)-( W 


ist. 

Setzt man aber 


<Pi=Q{?)> 

so kann die Funktion 8 so bestimmt werden, dass <p x der thermische 
Parameter ist. 


(1) Komxf$ell, V. and Kommerell, K .: Theorie der Raamkurven und kru rumen 
FlHcben H (1931) 8. 24. 
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Es muss dann 

J"{6(<p))=0 

sein, doch entsteht 

A" {6 (<p)} = 6' {ip) A" <p + 6" {p) A' {ip) =0. 

(0, 6 t ) dV + 2 {6 t 6 X ) dt dr -f (0, 0*) d r ? =0 

ist die Gleichung von Minimaliinien. 

Die Differentialgleichung der Kriimraungslinien des zweiten Mantels 

ist () 

(SC 1(t -KB, A )du'du*-0, {u l =t, u k =T) 

Also ist die Bedinguug fur die harmonische Trennung der beiden 
Elementenpaare 

(M,) (SG^-KB , 2 )+{0 x 0 T ) {SC u —KB,,} — 

-2(0,00 {SC„—KBj 2 } =0. 

( 10 ) 

Wir haben zwei quadratische Formen 

(1) ^ a! * p9Pi > 

deren erste wegen A^>0 sicher nicht ausgeartet ist. Bekanntlich gilt nun 
der Satz, dass man solche in Formenpaar inimer durch eine lineare 
Transformation 

(2) [«=i> n] 

P“i 

in das Formenpaar 

(3) fi+rl und 

iiberfiihren kann, bei dem nur reinquadratische (ilieder stehen bleiben, 
was im allgemeinen auf eine und nur eine Art geht, allein im Falle 


(1) Blaschke, W.: Beitrage zur FlSchentheorie, Abh- aub Math. Seminar der Hamb. 
Univ. a®25) & 
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(4) T* p prop. A* p 

auf unendlich viele. 

Schliessen wir den Fall (4) aus, so konnen wir also auf eine und 
nur eine Art zwei Hilfskugeln durch it annehmen, sodass 

(5) A«<■={£ °J T'*=0 

wird. 

Ebenso konnen wir die Kugeln durch Si auf nur eine Art wahlen, so 

(6) A>= | q T 12 =0 

wird, wenn wir den Fall 

(7) T* prop. 

ausschliessen. 

Wenden wir auf 

(8) cos^o.^T 0 * 

die spezielle Transformation (3) (5) (6) an, so ergibt sich fur die zuge- 
horigen : 

Die Winkelhalbierenden Kugeln von <r a % a und sind durch 

(10) l}=*.S B + r.S‘ und 8 =<r «S‘- r «S‘ 

gegeben. 0) 

Sie fallen aber nach (9) mit j 1 und g n zusammen. Da diese Kugeln 
von ip gar nicht abhangen, bleiben die Winkelhalbierenden fur jedes 
Kugelpaar (10) immer dieselben. 

Zu diesen Kugeln gelangt man auch durch die Frage: Wann gibt 

(1) Matsumuba, S.: BeitrSge zur Geometrie der Kreise und Kugeln (II), Memoirs of the 
Faculty of Sd. and Agr., Taihoku Imp. Univ., Formosa, Japan, Vol. V, p. 382 (1988). 
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es zu einern Winkel <p nur eine Kugel durch ft, die ft unter diesem 
schneidet ? 

In diesem Fall muss in (9) entweder p l oder p n verschwinden, und 
es ergeben sich die ausgezeichneten Winkelwerte 

(11) cos 2 ^,=T 11 und cob^ssT 2 *. 

Aus (11) erhalt man mit Hilfe von 

K=-|-; H«-Lt; und (5) 

K=cos- <p , cosV 2 ; H=- 1 -(cos 2 <pt + cos 2 <f 2 ). 

2 

Damit ist eine gcometrisehe Deutung der Invarianten zweier Kreise 
gefunden. 

Die ganz analogen Verhaltnisse finden wir natiirlich auch beim 
Biischel 

Wir erhalten wieder zwei invariante Winkelhalbierende. Da K und 
H in den beiden Kreisen symmetrisch sind, miissen wir wieder auf 
dieselben Winkel <p x : <p 2 gefiihrt werden. Die beiden gefundenen Paare 
von orthogonalen Kugeln, die von Vessiot enfcdeckt worden sind, wollen 
wir die Hauptkugeln des Kreispaares nennen. 

Aus 

und aus (5) erhalten wir 

(12) T ,2 =S 11 S 21 + S 12 8^=0 
ehenfalls 

(13) f , 2 ==S n 8 i2 +S 2i S - 2= o. 

Aus (12) und (13) folgt aber : 

r(S t, ) 2 =(S 22 ) 2 

((S ,2 ) 2 =(S ?1 ) 2 . 

(Entwedet* das Erstere oder das Letztere muB hier gel ten). 
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Daraus werde aber fo]gen: 


V'^T 22 , 


P^T 22 , 


d.h. wir hatten aber gerade den ausgeschlossenen Fall (4) (7). 
Oder es muss eine der folgenden Gleichungspaare gelten : 


(14) 


order 


S'*=0 

I 

S n =0 


(15) 


S''=0 

S“=0. 


Weil bei der Vertauschung von g 1 mit j n die rechten Gleichungen fiich 
mit den linken vertauschen, konnen wir uns, ohne einen Fall ausser 
Acht zu lassen, auf die Gleichungen links beschranken. 

Daraus folgt aber dann 


(16) 


fT n =cof3 2 <p x = (S 11 ) 2 

/T 22 =rcos>2=(8 :2 ) 2 


Also ist nach (14) jede der Hauptkugeln durch SE zu einer der Haupt- 
kugeln durch St senkrecht, mit der andern aber bildet sie nach (16) 
einen der bereits definierten Winkel <p x oder 

Die MoBiusgeometrie zwei sich nicht schneidender Kreise ist gleich- 
bedeutend mit der nichteuklidischen Geometric zweier Geraden, denn solche 
zwei Kreise haben eine gemeinsame orthogonale Kugel. Betrachten wir 
diese Kugel als die ,, absolute Kugel'*, die wir im Mobius Baum adjung- 
ieren, um zur nichteuklidischen Geometric zu gelangen, so wetden die zu 
ihr orthogonalen Kreise St und jl nichteuklidische Geraden. 


(ii) 

Wenn wir ein.Paar von Punktea (j x j; n )> wobei j* [a= I, II] zwei 
Kreise iin R* sind, betraschten cl) und 

(1) Coo Li doe, J. L.: The Geometry of the Komplex Domain, Oxford, p. 32 (1924), 
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Si Si 


81 82 1 

S'? 1-1 8 t 1 - 

^2 


t, t 2 1 

S * M 8 $1 

Si Si 


8 ' 82 


t, t. 


9i $2 


=(S 8 > 9*) 

das Doppelverhaltnis von vier Kreisen j, ty, g, t im R 2 nennen, dann 
folgt der 

Satz : (1) ist invariant fur Biischeltransformationen 


( 2 ) 


oder 


(3) 


(p £i — A n Ji + A,2 JCo, 

» P Jz == A^I JCi + Arfjj 


- “ A -22 J|4- A 12 Jo, 

{* S2 == A-21 £1 — A n 


I A,, |+0, 


wobei A tJ Konstanten und p, <r Proportionalitatsfaktoren sind. 

Aus unserer Definition ( 1 ) ergibt sich der ahnliche Satz in Coolidges 
Buch. (,) 


( 12 ) 

Es gibt oo fi Kreise im Mobius Raum. 

Ein Kreis St im kann a Is ein Schnitt zweier Kugeln 5 * [a=I, II] 

festgelegt werden. 

Alle Kugeln g in R, die sich linear aus den j a kombinieren lassen, 
gehen durch denselben Kreis St . 

Wir konnen gaher auch zwei neue Kugeln 

(i) s‘==£c?s’ [«=I, II] 

p-i 

als Linearkombinationen der 5 * mit Koeffiziententen c *< deren Deter- 

* * . 

minante , cj | +0 sein muB, einfiihren, wenn 5 1 und j n nicht proportional 


(3) 1 . c. ( 1 ). 
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werden sollen, und dann ebensogut durch die jc* unsern Kreis darstellen. 

Betrachten wir eine ganz bestimmte Kugel 5 in dem Biischel durch 

St in bestimmter Normierung, so muB sie sich einmal als Linearkombina- 

* * 

tion p 9 5 * in dem 5 , dann aber auch als eine solche 5 * in den trans- 
formierten Grossen schreiben lassen. (1) 

Da 5 als eine geometrisch fest bestimmte Kugel von den Biischeltrans- 
formationen nicht abhangt, so muB sie in den beiden Darstellungen 
dieselben Koordinaten haben, also 

* 

i=Paf=Paf- 

* 

Setzt man £* aus (1) ein, so erha.lt man 

(2) p»=cl*Pv 

Die p 9 bilden also einen kovarianten Vektor. 

Es seien zwei Kreise St, it im R s# 

1 st 

eine normierterte Kugel durch $ mit 

(3) 
so muB • 

(4) cos 2 T ttp 

sein, wobei <p den Winkel zwischen § und St bedeutet. 

Wir betrachten hier nur eine binare quadratische Form (4) und 
setzen 

(T", T 12 , T 22 )—*]? 11 p\+2 T 12 pip n +T 22 ph, 

deren Koeffizienten T n , T 12 , T 22 ganz und rational sein sollen. Dann 

x /l 

geht sie durch die Substitution ( ’ \ d.h. dadurch, dass man, unter 

v lb v ' 

x, A, & v gegebene Konstanten verstehend, 

Pi=xpi+Ap n , 

(1) Blasohke: Vorlestmgen liber Diflerentialgeometrie !££, Berlin (1929), 8. 262. 
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Pn=t*Pi+vp 

setzt, in eine im allgemeinen von ihr verschiedene Form' 1 ' 

(T», T 12 T 22 )=T n ^+2 T 12 pi pii +T 22 

fiber. 

Zwischen den Koeffizienten der transformierten Form (T n , T 12 , T 22 ) 
und denen der ursprtinglichen Form (T 11 , T 12 , T 22 ) bestehen die Bezieh- 
ungen 

/T lt =T" r+2T ,2 z//+T i2 fv 
(5) cT'^T'xk+T^xv+krf+TVpv 

(T 22 =T n ; 2 +2 T 2 ^v+T 22 ^ 

Die Tatsache, dass (T n , T 12 , T 22 ) vermittels der Substitution ( 9 ) 

\ [I, v ' 

in (T n , T‘ 2 , T 22 ) fibergeffihrt wird, sei durch die Gleichung 
(T n , T 12 , T 22 ) ( *’ * =(T n , T 12 , T--) 

' /i, r 

ausgedriickt. (2:) 

Dabei ist stets angenomtnen, dass der Modul der Substitution, d. i. 
der Ausdruck 


J==x v—k [X 

von Null verschieden sei 


Die Substitution ( 9 selbst heisst eigentlich oder uneigentlich, 
\ fi, v / 


je nachdem d positiv oder negativ ist. <3> 


X 

Ist insbesondere J= 1, so heisst die Substitution ( 9 ) unimodular 

v ft * ' 


(1) Nakasima, 8.: DifFerentialgeoraetrie der Kreisscharen (It), Tdhoku Math. Joum. 
Vol. 31 p. 44. 

(2) Matsumura, S.: Beitrftge zur Geo. der Kreise und Kugeln (III), Mem. of the Fac. 
of Sci. and Agr., Taihoku Imp. Univ., Formosa, Japan, Vol. V, No. 7 (1933) S. 249. 

(3) Gauss, Disquisitiones arithmeticoe, Art. 157. 
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und die beiden Formen (T 11 , T 12 , T 22 ) und (T n , T 12 , T 22 ) sind in diesem 
Falle eigentlich Equivalent. 

Im folgenden ist mit Aquivalenz schlechthin stets die eigentliche 
gemeint. 

Die Aquivalenz der Formen (T n , T 12 , T 22 ) und (T n , T 12 , T 22 ) wird 
durch die Form 

(T 11 , T 12 , T 22 )^w(T n , T 12 , T 22 ) 

angezeigt. 

Der Satz iiber die Transformation ist 

1. (T 11 , T 12 , T 22 ) ( *’ * )=(T n , T' 2 , T 22 ); 

\ fXy v / 

ebenso 

(T‘\ T 12 , T 22 ) ( )=(?", T' 2 , T 22 ) 

v — ft, -V / 

2 . Neben 

( T ", T 12 , T 22 ) ( *’ 2 S )=(T M , T* 2 , T 22 ) 

\ ft, v / 

ist stets 

—T 12 , -T 22 ) ( X )=(-T", T' 2 , -T 22 ) 

\ ft, -v / 

3. Ist die (T", T' 2 , T 22 ) equivalent mit (T", T 12 , T 22 ), so ist anch 
(—T", T 12 , -T 22 ) equivalent mit (-T", T 12 , -T 22 ). 

4. i Wenndie Form (T n , T 12 , T 22 ) durch die unimodulare Substitu¬ 
tion 


M a ) 

deren dritter Koeffizient 1 ist, in die Equivalente Form (T 11 , T 12 , T* 2 ) 
iibergeht, so gibt es stets eine Substitution S / von der n&mlichen Gestalt 
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wie S, durch welche (T n , T 12 , T 22 ) wieder in (T 11 , T 12 , T 22 ) ubergefiihrt 
wird, und zwar ist 



eine solche Substitution. 

( 13 ) 

ist eine normierte Kugel im durch den Kreis it in R, mit 

so rauB 

cos 2 ^=/? tti OpT tfP . 

Unter dem Produkte 

(1) C=AB 

der beiden biliuearen Formen von 2 Variabelnpaaren x und y 

A=S% *. *<y*» 

b u x, T a x, yu 

werde der Auslruck 

r, „ 3A 3B „ 

C=X-r-^—=S c «< yi> 

* vy*. vx k 

verstanden, so dass 

( 2 ) ^>lk 

fur t, fc—1, 2 

wird. 

Bei dieser Definition wird die Multiplikation assoziativ und dis¬ 
tribute, im allgemeinen dagegen nicht kommutativ. 

Die Determinante der Koeffizienten des Produktes C wird nach (2) 
gleioh dem Produkte der Determinanten der Faktoren A und B. 
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Bezeichnet man die Determinante der Koeffizienten e ik einer Form C 
allgemein mit | C , so zieht demnach die Gleichung (1) auch die folgende 

|C| = |A| |B| 

nach sich. 

Zwei Formen A und B heissen vertauschbar, wenn ihr Produkt 
kommutativ ist, d.h. wenn 


AB=BA ist, 

welche Gleichung also die 2 2 in den Koeffizienten von A und B in den 
linearen Gleichungen 

S a il = S bll O'lk> 


reprasentiert. 


i, k—1, 2 


C 14 ) 

Die zu zwei Werten k und x von dr :dt gehorigen Fortschreitungs- 
richtungen vom Punkte (i t , r) der ersten Kreisflache aus bilden einen 
Winkel a miteinander, fur den 

( 1 ) _ (6 t 0 t ) + (W)(k+x) + (8^)kx 

V im) +WO*+(Mt)t) «®A)+W0*+W} 

ist. 

Die entsprechenden Richtungen im Punkte (t, r) der zweiten Kreis¬ 
flache bilden einen Winkel a miteinander, far den 


(2) cos a = (Wt) 4-ft +*) + 

ist. 

Werden k und x so gew&hlt, dass die zugehSrigen Richtungen auf 
der ersten Kreisfliiehe zueinander senkrencht sind, so werden die zuge- 
horigen Richtungen auf der zweiten Kreisfl&che im allgemeinen nicht 
zueinander senkrecht sein* 
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Einem rechten Winkel auf der ersten Kreisflache entspricht vielmehr 
nur dann ein rechter Winkel auf der zweiten, wenn dis Bestimmungsstucke 
h und x der Sehenkel so gew&hlt werden, dass gleichzeitig 

cosa=0 


und 

cos a=0, 

also 

f(M,)+(0,®O (k+x)+(o x ejk*= o, 

(3) < . _ _ _ 

((Ml)-*-(MO (*+*)+(^ 0*)kx=O 

ist. 

Es miissen also k und * so gewahlt werden, dass ihre Summe und 
ihr Piodukt die Werte haben : 


(4) »*) W0|)“(0.0.) 00, 

( 0100(0100 “( 0-00 ( 0 . 00 * 

Jc x = (0«0Q (M0-(M0 (MO 
(MO (MO-(®«0O (0100* 

d.h. k und x sind die Werzeln der in k quadratischen Gleichung: 


(5) 


oder 


( 6 ) 


{(w (0.0o-(0A) (0*0*)} - wo m)-m) (mo>* 


+ (( 0,00 ( 5 , 5 )-( M 0 ( 0 . 00^=0 


( 0 , 0 ,) ( 0 , 0 ,) 
-* ( 0,00 ( 0,00 
l (M0(M0 


= 0 . 


Aus (6) ergeben sich die folgenden Satze: 

Satz 1 : Die beiden Scharen von Minimalkurven der einen Kreisflftcbe 
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bilden sich als die beiden Scharen von Minimalkurven der anderen 
Kreisflache ab. 

Dann ist die Abbildung konform, und jedem OrthogonalsyBtem auf 
der einen Kreisflache entspricht ein Orthogonalsystem auf der anderen 
Kreisflache. 

Satz 2: Nur eine Schar von Minimalkurven der einen Kreisflache 
bildet sich als eine Schar von Minimalkurven der anderen Kreisflache 
ab. 

Ausser diesem als Ausartung eines Orthogonalsystems aufzufassenden 
System gibt es alsdann kein Orthogonalsystem auf der einen Kreisflache, 
dem auf der anderen Kreisflache wieder ein Orthogonalsystem ent- 
sprache. 

Bei reeller Abbildung tritt dieser Fall nie ein. 

Satz 3: Keine der beiden Scharen von Minimalkurven der einen 
Kreisflache bildet sich als Schar von Minimalkurven der anderen Kreis¬ 
flache ab. 

Alsdann gibt es ein und nur ein Orthogonalsystem auf der einen 
Kreisflache, dem auf der anderen Kreisflache wieder ein Orthogonal¬ 
system entspricht. 

Ist die Abbildung reell, so sind es auch die beiden Orthogonal- 
systeme. 


( 15 ) 

Geben wir einen Kreis £ als Funktion eines Parameters t, so ist in 
der Ebene eine Kreisschar bestimmt. 

Sind to> to die beiden umhiillenden Kreisen von £ mit dem Nachbarkreis, 
die beiden Fnveloppenpunkte a , so gilt: 


((toto)-X, (to£)=(to£0=0, 

( 1 ) . 

((toto)=*l, (to£)=(to£0=0. 

to und to lassen sich als die beiden Losungen des Systems (1) von einer 
qnadratischen und zwei lineaaren Gleichungen bis auf den Homogenifc&ts- 
faktor berechnen. 
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Wir denken uns in dem Fall, daB (bti)=0 wird, d.h. b senkrecht zu 
ist. 

Wir haben jetzt folgende Tabelle skalarer Prodnkte zwischen 
t) und b : cl) 


— 

1 e 

S' 

b 

b 

f 

, 1 

0 

0 

0 


0 

1 

J 

0 

0 

b 

0 

0 

1 

0 

! b 

! 

0 

0 

0 

1 


Au 8 dem Multiplikationssafcz der Determinanten folgt nur. 

(3) | £, r, b, b I*—1. 

Dann erhalten wir die Tabelle skalarer Produkte: 


(4) 


— 


r 

b 

b 

r 

-1 

0 

c 

c 

b' 

0 

— c 

0 

0 

b' 

0 

— c 

0 

0 







so ergibt sich 


(1) Thomsen, G.: fiber konforme Geometrie II, Abh. aus dem Math. Seminar der Hamb. 
Univ. IV Bd. (1025) 8. 127. 
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( £"=-£+cb+cb, 
b'=-cf, 
b 


( 16 ) 


(1) E=X( U '> u! ) 


im Ekj, wobei u\ u 2 zwei Parameter sind. cl) 
Nun setzen wir a) 


( 2 ) | SJC, | S G« du % du 1 , 

nach der Bezeichnung des Ricci- Kalkuls an. 

Die Grossen G tJ werden dann folgendermassen dargestellt: 

r Gn= I ££t£ 2 $ll£l 2 \y 

(4) * Gi2 =i I | y 

^G 22 = | g£l£>£l2£22 • 

Bei beliebiger Transformation des Parametersystems 

(5) u'=u' (it 1 , it 2 ), (u\ it 2 ) 

konnen wir sehr leicht die Beziehung 

(6) GJG«<&<<& 

ausfuhren, wenn wir mit G^ das durch Ersetzung von u* anstatt u* er- 
haltene G^ bezeichnen. 

Anderefseits erhalt man 


( 7 ) 


=J»Gy 


3 m* 
3 u k 


Zv? 
3 u* 


wobei 


(1) Thomsen, G. ; Grundlagen der konformen Flifchentheorie, Abh. aus dem Hath. 
Semioar der Hamb. Univ. HI (1924) S. 37. 
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( 8 ) 


3(«S w ! ) 


ist. 

Daraus folgt 

(9) G 1) Q a -G? I =J»(G 11 G l -G s l > 

Nach (6) und (9) soil der DifFereiitialausdruck 

(. 0 , 

von der Wahl des Parameter-systems unabhangig sein. 
Dann slnd 


(ii) 


' 9 ' 2== 2t G„ 151 ' hS " 

9 * 2= , IS S* & frs *2 |* 

V ^11 


Wir setzen nun voraus, dass die Determinante 

( 12 ) G a -<%)*>0 

ist, da sich die Theorie in ahnlicher Weise entwickeln kann, wenn G^>0 
ist. 

Es genugt, g kj als kovarianten Tensor zweiter Stufe anzusehen. 
Infolge der Voraussetzung (12) existiert dann der kontravariante Tensor 
g iJ so, dass 

(0 fur i^=k 

(13) 9^9#=$ k=] ist, 

(1 fur i=k 


d.h. 
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V’= 

£fa 

1 

1 SSi S« Sis Sts |i 

G 


y*=- 

^12 

-1 

1 SS'StSn S« 1’ 

G 

2^(G~G£=G5)‘ 

<7*= 


- 1 ... 1 

1S & S* £n St* I- 

G 



(14) 


Befcraohten wir 

(15 ) g ik ij k + 2p* g< + q i =0, 

dann ergibt sich: 


g^jrlS&Sn £t*S«l> 


(16) 


— gQi I S S 1 S« £'2 &* l» 


G 2 


I Si S*SnSi*Sal 


Bei der Anderang des Proportional itatsfaktors : 

(17) u 2 ) S * 

wird die lineare partielle Difterentialgeichung (15) in die Form 

(18) 9 *** 1 % + 2 p i *tf+q * l *=0 
gebracht, wobei 


V = rV **, 


(19) 


|g=r* (g*- 2-^-p** + A- 


sind. 


Der AnMruck 

(20) I ~-ff+p* *+■&*!> V 
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ist bei der Transformation (17) eine uneigentliche DifFerentialinvariante. 
5 seien die normierten Koordinaten, nnd wir definieren jetzt den Vektor 

( 21 ) *>=!>'*&*=- 2 / 

der von der Wahl des Parametersystems und zwar von der Wahl des 
Koordinatensystems unabhangig ist, und mit seiner Hilfe definieren wir 
weiter die drei Vektoren 

(22) t)-.=Sr.— ]^9r, p- 

Der durch die Vektoren ausgespannte Vektorraum ist von der 
Wahl des Parametersystems unabhangig. 

( 17 ) 

Vorausgesetzt, daft 

(6 t 6 t ) x .* (0 t 0,)i: (0 X «,),=(*« e t ), .* (e t e x %: (ft, e x ) t 

auf zvvei Kreisflachen S, und S 2 nicht existiert, dann existiert ein und 
nur ein orthogonales Kurvensystem auf S„ mit dem ein und nur ein 
orthogonales Kurvensystem auf S 2 korrespondiert, und seine Gleichung ist 

+ [(*. #<)* (o x ft,), - (ft} e t ) x (ft. ft,)j dt dr 

+ [(e x e x \ ^ e x ) 2 -(e x e x ) 2 (e t ft,),] *■*=<* 

wobei die Punkte (t, r) auf S, mit den Pudkten (t, r) auf S* korres- 
pondieren. 


( 18 ) 

* Es sei jc(u, t>) ein zweiparametriges Kugelsystem in Rg -Raum oder 
eine Flache ci) in der R. 


(1) Blaschke, W.: Uber die Geometrie -yon Laguerre, Abh. aus dem Math. Seminar der 
Hamb. XJniv. IV Band (1926) a 204. 
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Die Schar der Beruhriingskugeln des Hiillgebildes an der Stelle wird 
+ dargestellt, wobei t) das spharische Bild der Stellnng des 
Hiillgebildes ist* 

Wenn 


besteht, w dann folgt 


——— v +const. 

b=e 


—- a l — v -f- const. 

la x +p x -l 

\)=Z + Ze 


( 19 ) 

Wir betrachten nun die Funktionen des Kreises im ft, 


(*)'.*•(*), («, /J-I, II), 

und setzen 


dann folgt 




0*0 


(«»y= v o 


0*0 
0 (*“)'’ 




Bei der Verschiebung der *° in der Richtung gehen aus den 
if andere Systeme y a + 8£y a , if+8 £ if hervor. 

Fiir die Anderungen 8£i) a , 8$ if der 7j a , if bei der Verschiebung der 
*“ in der Richtung ?„ erhalten wir bei der Transformation die Trans- 
formationsformeln 




(1) NaKAJIMA, 8.: Dber rwei Flttchen, welcbe eine Beiiehung haben, fOboku Math. 
Journ.Yol. 30, (1028) p. 142. 
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d ? (tr»)'= 


-®-Lae-+_ 

0(0' 0(*»)'0(x T )' 




Diese Formeln zeigen bereits, class die einzelnen nur bei 

linearer Transformation der x* invariant sind, aber nicht mehr bei 
hoheren Tranformationen, und auch dass sich dagegen die DifFerenzen 
verschiedener d£v* transformieren wie die y a , v * selbst. 

Es muss dann moglich sein, neue Variable (x*)' so zu bestimmen, 

dass 


H*Y 

0 x" 




gig/ 

d x p 8 x T 


fa > 


Wegen 


ist dann 


0 X 1 * 

0(x*X 




3V 

0 (x*y 0 (x T y 


0 (xY 

0 x* 


C.tl 1 * 


0X« 0(x")' _ (1 fur «=r 

0(x^y 3 x t - e -jo „ a+r 


/ 0 X* 

0 (x»)^ 

l_ 0 ‘ x® 0 (x x y 

0x« v0 (x»y 

0 X T > 

1 0(x (, y 0(x x y 0x« 


0 x^ JW _ =0 

0(x"y 0x T 0x* 




0 X* 9 *(S |, X e 


0 (x*y 0 x T 0 x* 


« 7T J 


0 (x p )' 0 x* 0 X J 

Somit konnen wir setzen 


(«5 T =aP) 

und haben dann 


Aus 


a?*£pt? T . 
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fl at_ ** 

• a ( X ty 3x T 3x« 

folgt dann ft&r die Bestimmung der (*•)' das System von Difterential- 
gleichungen 


„ r 3*’ _ »'(»')' 

0 (x*) y 0 x T 0 x s 

Die Bedingungen fur die Integrierbarkeit dieses Systems lauten 


0 q?« 

0 X T 


0 af T 
0 x« 


+aJ T af 6 -aJ 6 af T =0. 


( 20 ) 

Im folgenden behandeln wir die Aufgabe: 

Drei Kreise mit Vektoren a, S3, 8 im R 2 seien gegeben, und wir 
wollen zwei skalare Grossen x und y so bestimmen, dass 

2=ax+93y 

moglichst gut erfullt werden soil, d.h., diese Kreise durch a und 93 
moglichst dem Kreis 2 gleich werden. 

In unserem Fall handle es sich darum, zwei skalare Grossen x und 
y so zu bestimmen, dass die vier Gleichungen 

li=a t x^biy (»= 1 » 2 , 3 , 4 ) 

mdglichst gut erfullt werden, die nach dem Prinzip der Methods der 
kleinBten Quadrate im allgemeinen bekannt sind, wobei 

atx+biy—li ' 

die Losungen der Komponenten des Vektors' 1 
ax+8y—8 sind. 

Man erhftlt so die Bedingungen 


(1) Thomsen, G.: Uber konforme Geometric IT, Abh. aus dem Math. 8cm. der Hamb. 
Uaw. Band IV (1025) & 118. 
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( 1 ) 


fa 2 =xa* 

(8S=xa 


=xa*+ya©> 


Dieee Bind nichts anders als die Normalgleichungen der Ausglei- 
chungsrechnung 


( 2 ) 

und zwar 05 


f[aa]x+[a&]y=[ai], 

][o6]*+[6fc]3/=[6i], 


[aa]=a s + <^+a|— o? t 

6 ^— a 1 6 | ” 4 " 6 ( 4 " dj bi 


U. 8. W. 


Aber 


[a o] = l, 

[6 6 ]=rl. 

Aus (1) folgen so die Beziehungen 


(3) 


fx+[ab]y=[ai], 

l[a 6 ]*+y=[ 6 i], 


Dies sind die Gleichungen, von denen x und y bestimmt werden sollen. 

( 21 ) 

Als eine unsrer geometrischen Anwendungen mochte ich hier eine 
dynamieche Aufgabe behandeln. 

Mit 


S=S(«'» « 2 , «’), (S5=0, u*=t>, u 3 =w) 

bezeichnen wir den Flftchenpunkt eines dreifachorthogonalen Flachen- 
' systems im konformen Baume derart, dass die Gleichungen 

u—'Const., c=const. und w=const. 


(l) 1 . c. (I). 
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die drei Systeme von den aufeinander senkrecht stehenden Fl&chen 
daretellen. 

Wahlen wir auf den Schnittkurven der Fl&chen u, v, w die Punkte 
5 i» S» Si dann 

%=£(«+ v > w )> 

(1) |s*=s(«> v +v> w )> 

,h=i( u > v > w +0- 

Wir nehmen drei Punkte j„ j 3 bo wie 
'St=S(«+e, 7 , w), 

( 2 ) <jis=?( M ’ v+1 )’ W +C)> 

$>=X( w +*» v > W +C> 

1st p die Dichte des Korpers (Masse pro Volumeinheit) im Punkt 
j (u, v, to), dann ist p eine Funktion von u, v, to. 

Wenn jedes p in g„ jc„ j, gleich ist, dann folgt 

(p(u+e, «+ 7 , w)=p(u, v+y, w+C) 

( 3 ) j 

( =p(u+e, v, w+C)- 

Durch die Keihenentwicklung erha.1t man die folgenden Gleichungen, 
in denen die Fussmarken die Differentiation nach u, v und w andeuten: 

e 2 r? 

e P'+-§rPn + . =ypt+- J j-p*+ . 

r* 

— C P»+—2~pn+ .. 

*/>i + 7/ > 2+-|-( e2 / , ii + 2 * 5 ?/ > is-’-7V») +. 

=’?i°*+C/>a+-y-(?'/>a+27C / > a +CV®>)+. 

—C P* + */h + -g - 2 C ^aik* 5 ^n) +. 

und nieraus folgt 
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und schliesslich 

(4) Pm : p^: pst=pip2 : p2p\' p-.pv 

Aus (4) kann man die Beziehung 

p (p) + u (u) + v (v) ^ w(w)=0 
erhalten/ 15 wo p=</>(p) ist. 

( 22 ) 

Es seien St, it drei Kreise im R*. 

Ist 'q=p a £* eine normierte Kugel im R, durch St, dann ergibt sich 

cos- ip =^ T_ (A + - 2 T>2 P±£± + T ' 2 Pi 
r A 11 -f- 2 A 12 p x p z -f A 2 - p] 9 

(1) + 

COS (f = - - 

A- u p*+2A}* pip 2 i Arp% 

wobei 

und 

ist. 

Aus (1) folgt 2) 

COS {if + if) COS (ip — if) = COS-’ if — sin 2 if 

= T'fi +2T* p l p l +'£*fi 
A."p\+2A}*p lPi +A.*pl 

| Ty+2TV^ i 
A'V?+2A'V 1 ^+AV* 

Wenn tp= 0 ist, dann ergibt sich 

( 2 ) 

(1) Liermann, H.: Die SAUERsche Zerteilung des Raumes, Math. Zeitschrift Bd. 28 

(1928) a 88. 

(2) Vergl. 1. c. ( 1) 
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mit 

(3) T*V.(OM<)=0 

wenn p=a=p(t) ist. 

JBezeichnen wir die Ableitung l&ngs der Kugelschar (2) mit bo ist 
die dem t) benachbart zu erzeugende Kugel durch 

(4, * + 

gegeben, wobei die folgende Bedingung 

Ol 


fur erfiillt sein muB. 
dt 

Wir wollen betrachten 

(*) *Px& 

wobei 

T * f p.p t =0, T*Vi^=0, ^9=0 

ist. 

Aub (5) folgt dann 

o - SL 

Pal* ± lat- 

Aub 

( 6 ) 

folgt 

Wir wollen fy-ij konjugierte Punkte nennen. 115 

(1) Vergl. Nakajima, 8.: Kugelgeometrie von MtfBiua, Mem. Fac., Science and Agriculture, 
Taihokn Imp. Univ. VoL U (1928) p. 21. 
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( 23 ) 

Im Folgenden werden wiederholt die Invarianten der beiden quad- 
ratisehen Formen 

T» pi + 2T * Pl Pi +T*(A , j^ l pi+ 2A y^+A^pl, 
auffcreten, und wir setzen daher zur Abkfirzung 
D„sT n T 22 —(T 12 ) 2 
Diskriminante von /„ 

D^A" A 22 -(A 12 ) 2 
Diskriminante von /*, 

D^T” A K +A" T 22 —2 T 12 A 12 

Simultaninvariant© beider Formen oder die zweite Ueberschiebung von 
Ji fiber 

T’V. + T 12 ^ T^ + T 22 /** 

A" />, + A 12 /o 2 A 12 p x + A 22 p 2 

# 12 ist die Funktionaldeterminante der beiden Formen oder die erste 
Ueberschiebung von j x fiber / 2 . 

R=Dj 2 4 I) u Djk, 

Resultant© von /, und J r 
Wenn cos• <p = k*, dann 

Setzt man die Diskriminante dieser Gleichung gleich Null, so erhalt man 
die beiden Werten von k(k Xf k 2 ) fiir die Doppelwurzeln von cos^—jfc 2 
durch die Gleichung 

D** 2 -D 12 *+D u =0, 

oder 


i _ Dig ± V & 

2D* 
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Die Gleichung fur die Doppelwurzeln selbst erhalten wir, indem wir 
bilden 

C fi-Mtt kjl=0, 

oder 

+ Du /2=0* 

Die linke Seite dieser Gleichung ist cl) aber — 

Die Doppelwurzeln sind also durch die Gleichung 

T^+T’V, T‘Vi+T * Pl 

=0 

jL n Pl + JL n p 2 A "p. + A 22 ^ 

bestimmt. 

( 24 ) 

Es seien *=const., r—const. irgend zwei Kurvenscharen auf einer 
Fl&che. 

Das Quadrat des Linienelements einer beliebigen Kurve auf der 
Flache nehme, wenn das Netz (t, r) als krummliniges Koordinatensystem 
zugrunde gelegt wird, die Form 

(i) c?«°==; dt 2 +2 yjoff)jejj cos wdtdr+(p x e x ) dr 2 ] 

an, worin die Quadratwurzel positiv zu wahlen ist, und w den Koor- 
dinatenwinkel bedeutet. 

Die Kurve 

< p(t , r).=const. 

sei die Halbierenden des Supplementwinkels zu w ; dann mufi nach den 
bekannten Satzen der Elachentheorie 

oot~=-y/(e' l 8,) (eJQ) sin : 

[(W -|f- - V'mm »-&] 

sein. 


(1) Cubbsch: Theorie der binSren algebraischen Formen, S. 59. 



Beitrage zur Geometrie der Kreise und Kugeln (VI) 

Sftji Matsumuea 

( 1 ) 

Die Gleichung der Kugel wird mit 

(1) x I +j/*+ 2 5 —2x,*—2* 2 y—2*,,«+2 x 4 =0 

bezichnet, wobei x, y, z laufeade Kartesische Koordinaten im B, und x„ 
X& x ; , x, rier Konstanten sind. 

Radii r von (1) ergibl 

(2) r=x?+K-ra?,-2* 4 . 

Fur jeden Punkt (x„ x,, x a x 4 ) im R, besteht eine Kugel im R,. 
Aus (2) folgt, dass die Kugel, wenn 

(3) r+af+jt;-2x 4 =0 
iet, zum Punkt wird. 

Der Winkel 6 zwischen zwei Kugeln (x„ x a Xj, x 4 ) und (y„ y. a y a 
y 4 ) wird mit 

141 cos 9= - X| X2 ^ X:1 ^ :1 ~ z l~ y * 

/(x=+x|+x 3 - 2 x 4 )(^+y|+y|- 2 y 4 ) 

gegeben. 

Aus (3) folgt speziell als die Bedingung fur die Orthogonalitat 
zweier Kugeln: 

(5) (S»)=0 

und als die fur die Beruhrung: 

(«) (Sl)(»9)-(»)'=0- 

wobei 


[Mem. of the Fac. of Sci. & Agr., Taihoku Imp. Univ., Formosa Japan, Vol. V., No. 8, 
Jane, 1083.] 
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(7) 

ist. 

Die Kugeln 

(8) (^x, + ^yi, Ixi+fiy^ Xx i +^y 4 ) 

bezeichnen eine Kugelbuschel, die durch den Schnitt zweier Kugeln (x„ 
x a x , x 4 ) und (y v y„ y , y 4 ) geht. 

Die Entfernung zweier Punkte P 4 und P 2 im R 4 mit den Koordinaten 
x l} x# x u , x 4 und y v y a y A , y 4 wird durch die Gleichung 

(9) S 2 =(x, -y,) 2 +(x 2 -y 2 ) 2 + fa-y ) 2 + (x 4 ~y 4 ) 2 
bestimmt. 

Aus (9) folgfc, dass zwei Kugeln, wenn S=0 ist, zusammenfallen 
werden. 

Man betrachte eine zweidimensionale Mannigfaltigkeit F 2 in einem 
euklidischen Baume von vier Dimensionen R 4 

x i =x l (u\ u 2 ), x 1 =x l (u\ u 2 ), 

x s =x 3 (u\ w 2 ), x 4 =x 4 (u\ u 2 ), 

die wir mit dem Vektor g bezeichnen und bilde daraus 

d8 i ='^dx l =(di, d %)=g ik du i du k . 

Dies ist die KoMMERELLsche erste Fundamentalform, die notwendig 
positivdefinite Form ist. 

Die KoMMEEELLsche zweite Difierentialform lautet 
h ik du t du h 

wobei 

*n “(6 S 2 Eh £«*)> 

2 h Xi * (g, g 2 g lt g tt ), 

^(St&SisEa) 
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Die dritte Diflferentialform von Kommebell ist 
du* du* du l du m . 

Wenn die drei KoMMERELLschen Fundamentalformen, welche den gewissen 
Bedingungen genugen, gegeben sind, so ist nach Kubota' 15 die F 2 in 
Raume R 4 bis anf die Bewegung eindeutig bestimmbar, d.h., sie wird eine 
Kugel bestimmen 


( 2 ) 

cos 2 <p zu minimalisieren ist gleich zu minimalisieren 

(1) A*([h> Pn)-*R(fh> Pu)y 

wobei X ein Parameter' 25 und 

fcos 2 <P=A. (j)j, ^ n )=T 

p n )= 

A=A—X B, 

JLUo 

3 Pi 

(T"—XA.")p 1 + (T a —AA.' s )p u =0. 

3 |°n 


(1J Kubota, T.: Fundamental sst* in der DifFerentialgeometrie der zweidimensionalen 
Mannigfaltigkeit im Raume von Tier Dimensionen und seine Anwendung auf die 
LAGUKRRE-Geometrie. The Science Reports of the Tfihoku Imp. Univ., Vol. Vol. XVII 
p. 1241. 

(2) Richardson, R. G. D : A new Method in’the equivalence of Pairs of bilinear Forms, 
Transactions of the American Math. Society 26 (1924) p. 451. 


( 2 ) 


ist. 


Setzen wir 


dann folgt aus 


(3) 


Aus 
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folgt 

(4) (T i2 —^ A 12 ) p T +(T“—^ A 22 ) pn—0. 

(3) hat eine Losung, wean und nur weaa A eine charakteristische Zahl, 
d.h., 

| T'-AA** | ±=0 
ist. 

Eine Losung von 

cos* minimum 
liegt zwischen den Losungen von 

(T 1 *-^A«)/>,+(T«-; i A«)=0, i= 1, 2, 

wobei 

(5) | T' J —AjA tJ |=0 
ist. 

Der Minimumwert A x von Aj ergibt den Minimumwert von cos 2 f, 
wobei (5) besteht. 


( 3 ) 

Man kann die folgenden Sdtze ri) beweisen. 

Satz 1. Die Kugeln sind die einzigen Eiflachen, fiir die die Punkte 
iJ=j+(E,E^)c 
in Gegenpunkten zusammenfallen. 

Satz 2. Die Kugeln sind die einzigen Eiflachen mit dem Mittel- 
punkt 0, fiir die die Punkte 

iu Gegenpunkten zusammenfallen. (I> 

(1) Matsumuba, S.: Dber konyex-geachloesene FliLchen, Tohoku Math. Journ. Vol. 36 p. 
192 and p. 193. * VergL S. 300. 

(2) Matsumtjba, S. i Nachtrag m der Arbeit iiber konvex-geschlonene FlUchen, TOhoku. 
Math. Journ., Bd. 36, 8. 192 193, die jetart unter der Presse in Tflhokd Math* Journal 
ist 
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Auf diesel be Weise fuhren wir auch die AnsStze zu Kugeln : 


j>_5+ 4 


Wir wollen drei System© von zwei Kurvenpaaren 

0) Mi°> s’» s‘)=o. /i(s“> s'. s ! )=o. /.OS*, s’. s’)=° 

mit 

( 2 ) 

betrachten, und zwei Kurvenpaare durch Schnittpunkte von (1) bezeichnen. 
Wenn (2) Mill tip] epunkte hat, dann folgt 

*1=o, -*1=0, ll=o 

8 S' a S' 3?* 


Aus (3) folgt 


3 3/o ji 3J, , 3/ s _q 

i 3/ 0 . dj, , _ 0 

S E « + x j r+ 0 

3 3/> _l 3 3/ , ^ 3/* _q 

V » 7 + 4 r *F +V ®tf 


8/, 8^ _3JL 

3 J* 8 s* 8S° 

(4) -*1 11 11 _ 0 

( J 3j' 3 S > 3tf °’ 

3/. 3/, 84 

3 5* 3s* 3s* 

(4) 1st der verallgemeinerte Qleichung von Jacobis Kurven. 
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( 5 ) 

1st b> \) Schnittpunkt bezw. Umfrihrungkreis von Kreisen £(<) im R 2 
mit dem Nachbarkreis, 60 gilt: 

(bb)=(b £)=(*>?0=o, 

(») ?)=(>, r)=o. 

Dann haben wir folgende Tabelle skalarer Produkte zwischen £, 

b, b- 


— 

f 

p 

b 

9 

f 

1 

0 

0 

0 

r 

0 

1 

0 

0 

b 

0 

0 

0 

a 

9 

0 

0 

a 

1 


Aus dem Multiplikationssatz der Determinanten folgt nun 

| ££'b$ |W. 


— 


£' 

b 

9 


-1 

0 

c 

c 

b' 

0 

—0 

0 

0 

* 

0 

— C 

0 

0 


Dann ergibt sich: 
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So folgt<» 

?' = — £ + Ct) + CiJ, 

b'=-cr, 

( 6 ) 

Es seien drei Kreise St, if, St im R 3 gegeben. 1st 

(1) 

eine norraierte Kugel im R, durch 5 J, so konnen wir 

( 2 ) 

einsetzen. 

Dann muB 

(B) C0S*->=T‘ p />«/>(O COS‘^=T "paPt 

sein, wo <p und <p den Winkel zwischen und $ bezw. 9 und St be- 
deuten. 

Wenn die Kugeln p a ^ a mit den Kreisen St und $ einen gleichen 
Winkel enthalten, dann folgt 

(4) (T«!»-T^)^^=0 

Aus (4) ergibt sich, dass wir zwei solche Kugeln erhalten ; aber wenn 
T* {I =T* ! ' 

sind, dann die enthalt Kugel ( 1 ) immer mit $ und Si einen gleichen 
Winkel. 

Wenn 

cos <ps=k, COS <p=ic 
ist, dann folgt aus ( 2 ), (3) : 

(T * p —& 2 A* p ) /> p = 0 , 

(1) Thomsen, G.: t)ber konforme Geometrie It, Abb. aus dem Math. Seminar der Hamb. 
Univ. 2d. IV (1925) S. 127. 
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wobei it, it zwei verschiedene Konstanten sind. 

Dann aus (1) folgfc 

(6) 9=ft S*> ( 6 ) *>=ftS'- 

Wenn wir den Winkel zwischen (5) und (6) mit p bezeichnet, dann 

folgt 

(7) cosV=ft />,, (j« j^A*" p . 

Wenn £ die zu $ inbezug auf die Kugel $ inverse Kugel ist, dann 

folgt 

Aus (5), (6) folgt 

C=2 (ft f, P . S’) ft 5* -ft S' ■= :2 /4 ft A *' 5“ “ft S'- 

Zwei Kugeln und t) bestimmen einen Kugelbiischel, dessen oo 1 Kugeln yj 
gegeben sind durch 

7]=a1) + pi), 

wobei a, /3 irgend welche skalare Zahlen sind. 

Ans (5), (6) folgt 

7=«ft $*+j5ft S'- 

Fur alle Kugeln a, die t) und ty beruhren, aber nicbt durch St geben, 
gilt : 

1- 

Aus (5) (6) folgt 

(ft ftSTKft ft s')’—!• 


( 7 ) 


Ana (16) in (1) folgt: 


seo*2f= 


coty+1 __ T'ri+2T' 1 p,p,+T tl f4 _ 

cotV-1 (2 T" - A”) p !+2 (2 T“—A") p, p,+(2 T»—A*) ^ 
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oog» 2 y— (^T 11 —A")/) 8 +2(2T 18 —A l8 )/)|/>;+(2T a —A”)/?! 

Y T>?+2T l V./> i +T a / t4 

sin* 2 c— (A " ~ T ")^ +2 (A 1Z -T'*) p, T”) /4 

r T" -r 2 T 1 * jo, /> 2 +T a pi 

tnn 4 ?~- ( A 11 —T 11 )+2 (A 14 —T 14 ) Pl p 2 +(A”-T*) pl 

r (2 T 11 —A") />* + 2 (2 T 14 —A 14 ) p, p. 2 +(2T a -A: a ) pl 

W <p= 8 in *P+ C0B *l’- Bec, V 

sin 4 (p4 -cos 4 <p —cosec 4 if 

_ f (A 11 —T 11 ) jp 4 + 2 (A 14 —T lg ) p, p; -f (A 44 —T- 4 ) pj] - 

T>; + 2T 14 Pl/0i +T 4 V^ 

Aus cos 4 2 <p und cos 2 f in (1) folgt 

[T“ pl + 2 T» Pi p 2 + T“ pl] [(2 T" —A ”) p\ + 

+ 2 (2 T’ 4 - A 14 ) P{ Pl + (2T 44 —A 44 ) pl]. 

( 8 ) 

Hier betrachten wir Kreise im R 2 . 1st f ein Kreis und g ein anderer 
Kreis, so ist 

(1) 9=2(i?)f-S 

der zu g in bezug auf den Kreis f inverse Kreis. 

Wir betrachten einen Kreisbiischel 

(2) ^ + / 4 S> 

wobei A y p zwei Parameter sind, dann folgt 

(3) ^9 + /<8=2-i(5c)f + (//-A)j. 

Wenn der zu £ in bezug auf den Kreis (3) inverse Kreis ist, dann 

folgt 

(4) »'=2(£, 2;( 5 ^f+( / ,-l)8)(2A( 5 e)f+(/ ! «-l)5)-f 

=2(2^+/<—l)(?j) (2 A (j £)£+(/*— 


Aus (4) folgt, dass, wenn 
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2^ + ^—1=0, (fj)=0 

Oder 

2i(a€)e-rO»-l)8=0 ist, 

dann sich 

ty'= —£ ergibt. 

So folgt der 

Satz: Wenn 

2*+/i-l=0 J (£ 5 )=0 

oder 

2 ^(jf)f+(^- 1 ) 5 =° ist, 

dann kann man ty' mit £ zusammenfallen la&sen. 

Aus (4) folgt 

^4(2*4 /■-!)*(*8)9 

+ (2^ + /i — 1) (a*— 1 + 4*)(^ + c)~f, 

wobei (ty) einer der zu £ (g) in bezug auf den Kreis j (£) inversen 
Kreise ist. 

Ist £ ein Kreis und j ein nicht auf ihm liegender Punkt, so ist 

(5) ‘ t>=2( 8 £)£- 8 

der zu j in bezug auf don Kreis £ inverse Punkt. 

Betracbten wir einen Kreisbiischel 

(6) ^ ^8* 

wobei X, [i zwei Parameter sind. Dann folgt 

(7) A^+^j=2A(i5?)f-^5+jU5=2;(5$)f + (//-A) j. 

Ist £ senkrecht zu (2), dann folgt 


2^(8f)+(^-l)(f8)=°» 
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so folgt 


[2 ;+(//-!)] (e 8 )=o. 


(*a)=o, 


d.h. £ ist senkrecht zu 5 . 
Setzen wir 


<r=2 < l( 5 r)|-+(/i- 1 )5, 

uad damit o zu zwei gegebene Kreise 6 und d senkreclit ist, miissen wir 
X, fi finden aus 

2* _ m 2;. _ (s j>_ 

1-/* (s*)(*e ’ 1 -p (s m*?)’ 

denn 

0=2A(i')(d?)+(^-l)(dj), 

0 = 2 A( 5 ,-)(d?)+(/i-l)(d?) 

bestehen. 


(») 

Wir nehmen die Behandlung des einfachsten Falls, dass die 
Gleichungen der verauderlichen Flachen zwei Parameter enthalten : 

0Qc x > X" £ in , c » c *)=°> l u > i m > *i> c *)=°- 

Lost man diese Gleichungen nach den Parametern c, und c, auf, so 
erhalt man als Gleichungen der veranderlichen Raumkurven (1) 

(1) Mi'> s"> £*)=<>» s n > 

Zur Bestimmung der Flachen muB nun eine Gleichung sein : 

(2) F(c„ c,)= 0 . 

Die Gleichung der Flachen erhalt man durch Elimination der Para¬ 
meter e, und o 2 in der Form 

(1) Matsumura, S.: Beitrage zur Geo. der Kreise und Kugeln (II), Mem. of the Fac. 
of ScL and Agr., Taihoku Imp. Univ., Formosa, Japan, Vol. V, No. 6 (1933) S. 186. 
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F(f„ j,)=0. 

Sei U=0 die Gleichung der Fl&che, so musste 


U=F (/„ f 2 ) 


eine Identifc&t sein. Differenziert man diese der Reihe nach partiell nach 
g*, jf 1 , S m , so erhiilt man 


J ff-'r<n-yh+r<n 
^- p ’W^r+ F '®- 



i£ 

3!” 


J 


Ik. 


wo z. B. F' (/,) die partielle Ableitung von F nach /, bedeutet. Sollen 
diese drei in F '(f) und F l(J f ) linearen Gleichungen vertraglich seiu, so 

au 3U 
a £ n a £ m 

a s n a s ra 

UL 

0 j n 3 s m 

sein, d.h. die Funktionaldeterminante von U, /„ J 2 muB verschwinden. 
Dieser partiellen Diflferentialgleichung muB also jede Gleichung U=0 
einer der zu Fl&chenfamilie angehorigen Fl&chen geniigen. 

Die Koordinaten j 1 , g n , eines ver&nderlichen Punkts seien reelle 
Funktionen von zwei reellen Parametern u, v, so dass 


muB 


(3) 


au 

UL 

d f 

Ik. 

n i 


(4) «)> «)> s m =^(u, t>) 

ist, wobei vorausgesetzt sei, dass for einen gewissen Bereich B der ue— 
Ebene. diese drei'Funktionen eindeutig analytische Funktionen der Para¬ 
meter u, « seien. 
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Da ist vorauszusetzen, dass irgend zwei von den drei Funktionaldeter- 
minanten 


_?£_ Jj£_ 

05 u 35“ 


IsH JjL 

0 tt 0 u 

0 tt du 


0a 0 tt 

3* 1 3S D ' 

£>£_ 3 s m 


0 s n, 

0tJ 01? J 

01? 3t> 


0t> 01? 


identisch nicht verschwinden ; denn warden die beiden ersten verschwinden, 
so wurden nach einem bekannten Satz der Funktionentheorie zwei 
Beziehungen von der Form 

(6) F, (j 1 , *“)=0, F,(^, £ m )=0 

bestehen, und die Gleichung (1) wiirde ein Paar von Kurven darstellen, 
wie es aus (6) hervorgeht. 

Im Baum {£, £ n , j m } wird durch das Grundintegral eines einfachsten 
regularen Variationsproblems eine Massbestimmung eingefuhrt: das 
Bogenelement der Kurve {j 1 (t), j n (<), j 111 (t)} ist 

(?) d«=F [£•(<), f(t), s m (t), -it-, *£-, ~%r\ dt; 

die Bogenlange einer Kurve {u(t), v(t)} auf der Flache 

( 8 ) s'=e’ («> *)> E n =s n («» ®)» E m =S ra (“, ») 

wird durch das Integral 


( 9 ) 


a=r 



S' («> v )> 


3 jc 1 du 8 g 1 dt? 

0 it d$ dt* 




gemessen. 

Beim Ubergang von den Parametem u, v zu den anderen Parametern 
u, v durch die in einem Bereich ft (u, v) regulare Transformation 


fu=*u(u, v), 
(«=« (u, v) 


3(u, t?) 


+ 0 


( 10 ) 
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geht das Bogenelement der Flachenkurve iiber in 


ds=s/(u (r), ti(r), 


du 

dV 



Die Funktion 





du 

dt' 


d v \ 

TT/ 


und alle aus ibr durch eine regulare Substitution (4) hervorgehenden 
Funktionen sind hinsichtlich der Langenmessung auf der Flache gleich- 
wertig; da auch die anderen geometrischeu Grossen invariant gegeniiber 
der Substitution (4) debniert werden, so kann man 

, / du d v \ 

•H* - ~dT nr) 

die Massbestimmung der Flache nennen. (1) 2 

Es sei ein Paar von Kurven K von n ter Orduung im Igegeben 
und es sei 


?(l', s n )=o 

ihre Gleichung, die in des homogenen Kreises Koordinaten (2> j 1 , £ n im 
R 2 geschrieben ist. 

Yerstehen wir unter U / die Operation 


U/ss' 

J k 4 df 1 

die auf eino Funktion j von j 1 , g 11 ausgefuhrt ist, so ist 
U*p=0 


eine in g T , j n von (n—l) <ew , iu % "j vom ersten Grade homogene 
Gleichung. 

Werden g 1 , g n gegeben, so stellt U ^=0 ein Paar von Kurven 
(t £—\) ur Ordnung, geschrieben in j x , dar, die sogenannte erste Polare 


(1) Gattsa, G.: iJber Gewebe auf FISchcn iu dreidimemionalen allgemeinen metriachen 
Bitumen, Math. Ann. 100 (1928) 8. 1. 

(2) MatSumujsa, 8.: BeitrSge sur Geo. der Kreiee und Kugeln (II), Mem. of the Fac. of 
8du and Agri., Taihoku Imp. Univ., Formosa, Japan, VoL V, No. 6 (1938) 8. 182. 
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des Punktepaares (g 1 , g n ) hinsichtlich der gegebenen Kurve K. Die 
Gleichung 

U (U f)=0 

oder symbol isch kurzer 

ist in g 1 , g 11 homogenen von 2(n—•2) wr > in 'g, "g homogenen von zweiter 
Ordnung. Bei gegebenen 'g, "g stellt sie die zweite Polarkurve des 
Punktes (j 1 , g 11 ) hinsichtlich der gegebenen Kurve K dar. Allgemein 
ist 


U m <p—0 

eine in g 1 , g n vom 2(n — m) ten , in g 1 , g n vom m' en Grade homogene Glei¬ 
chung. Bei gegebenen Punkten (g T , g 11 ) steJlt sie eine Kurve (n— m) ur 
Ordnung in g 1 , g n , die m te Polarkurve des Punktes 'g, x/ g hinsichtlich K, 
dar. 


( 10 ) 

Wir betrachten zunachst eine charakteristische Eigenschaft des 
Kreises und der Kugel. 

Die Kugel hat die Eigenschaft, cl) dass 

a) dutch Hire 8 imilichen Punkte mit Aumahme hohstens eines Punktes , 
des Mittelpunktes, genau ein ebener Schnitt gelegt werden kann , 
der einen Teil kleinsten Volumens von ihr abtrennt , und dass 

b) die Schnittovale dutch den Afittelpmkt gleichen Fldcheninhalt 
besitzen. 

Die erste Eigenschaft a) besitzen die Ellipsoide auch, wie eine affine 
Transformation zeigt. 

Ob die Ellipsoide durch diese Eigenschaft charakterisiert werden 
konnen, ist eine anscheinend noch nicht zu beantwortende Frage, auf die 
mich Herr W. SuB aufmerksam gemacht hat. 


(1) Matsumuba, S.: Chrakteristische Eigenschaft des Kreises und der Kugeln, die jetst 
in der Press© in Tfthoku Math. Journ. ist 
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Ich werde hier kurz zeigen, dass ein Eikorper, der nor die Eigenschaffc 
a) besitzt, stets einen Mittelpunkt hat. 

Daraus aber werde ich dann den folgenden Satz gewinnen : 

Die Kugel ist der einzige Eikorper, der die beiden Eigenechaften 
a) und b) gemeinsam besitzt. 

Ein entsprechender Satz gilt auch fur den Kreis; der Fl&cheninhalt 
der Schnittovale ist dabei dnrch die Lange der Schnittsehnen zu ersetzen ; 
der Beweis verl&uft analog dem hier gegebenen Beweis fur den Kugel- 
satz, ist naturlich einfacher, besonders im zweiten Teil. 

Der Beweis des ersten Teils ist analog dem Beweis eines ahnlichen 
Satzes uber den Kreis, den SuB im 40. Bande des Jahresberichts der 
D.M.y. gegeben hat. 

I Beweis der Afittelpunktseigenschaft aus a). 

Der Eikorper E enthalte hohstens einen Punkt 0, durch den mehr 
als ein ebener Schnitt geht, der kleinstes Volumen abtrennt. 

In einem allgemeinen Punkt P von E sei v (P) dieses kleinsfce 
Volumen, das durch einen ebenen Schnitt s(P) abgetrennt wird. 

v (P) ist eine stetige Ortsfunktion in E, die darin in einem Punkt 
R ihren mazimalen Wert annimmt: 

(l) *(R)^»(P). 

Wir behaupten nun, dass alle ebenen Schnitte durch R das Volumen 
von E halbieren ; dann folgt hieraus bekanntlich die behauptende Eigen- 
schat von E, einen Mittelpunkt zu besitzen, da R selbst Mittelpunkt sein 
muB cl) und gerade mit dem Ausnahmepunkt O identisch wird. 

a) Verbindet ipan R mit einem beliebigen Randpunkt von E 
geradlinig, so nimmt v(P) auf der* Verbindungsstrecke nach dem Rande 
zu monoton ab und ist am Ende gleich Null. 

Nun sei 

0<?O( R > 

Wir bestimmen auf jedem Strahl des BQndels durch R den R 
(1) Funk, P.: Math. Annalefi 77; Kubota, T.: Tftboku Math. Journ. 17. 
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n&chstliegenden Punkt P,,, fur den 

v ( p d=v 

ist. 

Die Menge M, dieser Punkte P,, gehort ganz dem Innem des Eikor- 
pera E an und ist eine stetige geschlossene Flache; sie trennt R *om 
Rande von E und ist beziiglich R eine sogenannte Stemflache, da sie mit 
jedem Strahl des Biindels (R) genau einen Punkt gemein hat. 

Ist 


0 < < V ( R )> 

so enthalt Mjy, die Flache im Innern. 

/9) Wir zeigen jetzt, dass jede Flache M, sogar konvex ist. 

Es sei P,, (H=0) ein beliebiger Punkt von M, und s (P r ) der nach 
Voraussetzung eindeutig bestimmte ebene Schnitt, der von E einen 
Teilkorper vom Volumen 

«(P ,)=? 

abtrennt. 

8 (P»j) kann dann durch keinen inneren Punkt I von M gehen, da 
nach Konstruktion von M,, und a) dort 

v (I) > rj 

sein muB, wahrend doch das von 8 (P T ) abgetrennte Volumen gleich y 
ist; v(I) ware dann nicht das kleinste abgeschnittene Volumen im 
Gegensatz zur Definition der Funktion v. 

M n besitzt also in jedem ihrer Punkte eine Stiitzebene und ist also 
konvex. 

8(PJ nennen wir auch Stiitzoval. 

Wir sehen zugleich, dass alle Schnittovale von E, die einen Teil von 
Volumen tj von E abschneiden, Stiitzovale an sind. 

y) Umgekehrt teilen alle Stutzovale von M,, fur Werte rj in geniigen- 
der N&he von v(R) den Teilkorper vom Volumen tj von E ab. 

Nach /3) mussen wir zn diesem Zweck nur einsehen, dass keine 
Eeken hat, sondem in jedem Punkt nur ein Stiitzoval besitzt. 
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Eine Ecke aber kann nur in den eventuellen Ausnahmepunkt 0 
eintreten* 

1st 

04R, 

so konnen wir Ecken ausschliessen, indem wir ij hinreichend nahe bei 
v(R ) wahlen. 

1st aber 

0=R, 

so bedarf es keiner Einschrankung bezuglich y. 

8) Es sei M 0 die Punktmenge ira Innern aller M v 
Zu ihr gehort R und fur ihre samtlichen Punkte ist 

v=:t? (R). 

Aus elementarsten geomefcrischen Grunden kann deshalb M 0 keine 

» 

inneren Punkte besitzen. 

M 0 ist also ein Punkt (R), eine Strecke oder ein Oval. 

Eine Strecke und ein Oval kommen aber nicht in Betracht, da in 
ihren End-bezw. Randpunkten mehr als ein Schnitt kleinsten abge- 
trennten Volumens moglich ware. 

Also ziehen sich die Flachen M, auf den Punkt R zusamrnen und 
alle Schnitte duroh R teilen dasselbe Volumen von E ab, d.h. sie halb- 
ieren das Volumen von E. 

Zugleich sieht man, dass 

(kR 

ist. 


II Bewei8 der KugdeigenscJiaft aus a) und b). 

Wenn alle Schnittovale durch einen fasten Punkt O eines Eikorpers 
denselben FUcheniuhalt besitzen, so besitzt E die folgende von T. 
Kubota l.c. gefundene Eigenschaft: Sind 
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zwei beliebige einander entgegengesetzt gerichtete Badienvektoren von 
E von O aus, so ist 

(2) rJ+r|=con8t. 

Wegen der in I bewiesenen Tatsache, dass unser Eikdrper E den 
Punkt O zum Mittelpunkt hat, folgt also aus (2) 

r,=r 2 =const, 

d.h. E ist eine Kugel. w.z.b.w. 


(11) 

Es seien drei beliebige linear unabh&ngige Kugeln, dann 

sei ein beliebiges Puoktepaar j mit 

( 1 ) S = + & 

gegeben, wobei a* drei Konstanten sind. 

Aus (1) folgt 

( 2 ) (S %)—<* (Ei E>) + 2 a, Oi (E, 5,) + . + “t (b b)=°- 

Die Diskriminante der vorhergehenden Gleichung ist: 


(3) 


J= 


(Si Si) (S> h) (Si S«) 
(&Si) (bb) (b b) 
(b S') (S'St) (b b) 


Es ist nachzuweisen, dass dieselbe verschwindet, wenn (g< &)=(), d.h. 
ein Punkt ist. 

Aus (1) folgt 


(SSi)=(SSi)=(S b)=°> 


0=«, (b b)+°t(b St)+«» (b b)> 
0=a, (b b)+<** (b S*)+«»(Ss b)> 
°=«i (S» 8<)+«t(Si S*)+«» (S» SO* 
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Da diese Gleiohungen neben einander bestehen mussen, so ist in dor 
Tat 

(S« 5.) (Ei b) (SiS-) 

J= =0. 

! (SiSi) (El b) (b b) 

( 12 ) 

Jeder Kreis g des Biischels (a, 93) im R 2 kann in der Form darge- 
stellt werden: 

(1) X=a-A93, 

wobei a, 93 zwei Kreise und k ein Skalar sind. 

Aus (1) folgt 

(2) (EEMaa) -2; (a »)+*(» S3). 

Wenn g ein Punkt ist, so muB 

(ES)=0 

sein. Daher erhalt man folgende in k quadratische Gleichung 

(3) ^ (93 93)~2 k (a 93)+(a a)=0, 

deren Wurzeln kj und in Gl. (1) eingesetzt, die beiden dem linearen 
Buschel (a, 93) und dem absoluten Netz gemeinsamen Kreise g, und g 2 
liefem. 

Man hat also 

g,=a-^93 
g 2 =a—A, 93; 

fiplglich wird das Doppelverhaltniss der vier Kreise a, 93, g t , g* 

(4) (a, S3, j„ £.)=—• 

A 2 

Die AufldBung der Gleichrmg (3) ergibt aber 
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; = (a 93)+ > / (a »/-(a a) (93SB) 
' (93SB) 

j = (a SB)- Y (a - ©) 2 —(a a) (SB 93) 
* (93 8) 

Nun kaan man setzen 


(aa)=l, (a 93)=cos <p, (93 93)=1, 
wobei <p der eingeschlossene .Winkel von a und 93 iflt. 


Daher wird : 

Mithin ist 

(5) 


oder 


?< x = cos <p + i sin <p = e iff , 
A 2 =cos (p — i sin <p = e~ i? . 


e^=A=( a , 93, j„ &) 


f=—2~^(a> SB, g„ &). 


Aus (5) ergibt sich fur <p=~ 


(a> 93, £i, £ 2 )— 

fiir <p =0 oder erhalt man aus Gl. (5) 




Ueber Flachen und Kurven (IV): Charakteristische 
Eigenschaften der Homothetie von Eiflachen 

S6ji Matsumuha 

(Accepted for publication, July 3, 1933) 

1. Aus der MiNKOWSKischen Theorie von Volumen und Oberflache 
(Math. Ann. 67) sind verschiedene Aussagen uber homothetische Eiflachen zu 
folgern; z. B. nun sind die Ungleichungen fiir die gemischten Volumina, 
eventuell unter einschrankenden DifFerenzierbarkeitsbedingungen, mit der 
Gliltigkeit der Gleichheitszeichen fiir Homothetie charakteristisch. cl) 

Die S&tze, welche die Kugel als einige Eiflachen konstanter mittlerer 
oder Gussscher Krummung kennzeichnen, folgen als einfache Anwendungen, 
wenn eine der bei Bildung der gemischten Yolumina miteinander in 
Beziehung gesetzten Flachen selbst eine Kugel ist. 

Diese Ergebnisse gewinnt man allerdings einfacher und vielleicht 
sogar am einfachsten aus den elementar ableitbaren verschiedenen Darstel- 
lungen jener Volumina (vergl. W. SoB, Zur relativen DifFerentialgeometrie 
V : Ueber Eihyperflachen im R, mM , T6hoku Math. Journ. 31, Satz 2). 

Nun gelten fur homothetische Eiflachen die ganz analogen Kenn- 
zeichungen durch feste Relativ-Kriimmungen, sowohl die mittlere wie das 
Analogon der GAUSsachen Krummung, bei allgeraeiner Eiflache. (Y r . 
SuB, Zur relativen DifFerentialgeometrie I, Jap. Journ. of Math. 4). 

Sie heissen dann Kelativspharen. 

Hier soil nun ohne Benutzung der MiNKOWSKischen Theorie mit 
den Mitteln der relativen DifFerentialgeometrie ein neuer Beweis fur die 

(1) Matsumtjra, 8.: Charakteristische Eigenschaften der Homothetie von Eitiiichen, die 
jetst in der Presse in Tdhoku Math. Journ. ist. 

[Mem. of the Fac. of Sci. and Agr^ Taihoku Imp. Univ., Formosa, Japan, Vol. V, No. 9, 
Sept. 1833.] 
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genannten Satze gegeben warden, der sich an die Behandlnng einer 
fehnlichen Frage in W. Bla&chkes Vorlesungen uber Differentialgeometrie 
(Band II, S. 214/215) anschliesst. 

Dabei bediena ich mich der formalen Grundlagen der relativen 
Flachentheorie, die ich auf S. 43 ft. im 7. Band des Jap. Journ. of 
Math, entwickelt habe und deren Bezeichnung ich ubemehme. 

Es zeigt sich dabei wieder der Zusammenhang der MiNKOWSKischen 
Theorie mit der LSsung einer elliptischen Difterentialgleichung auf der 
Kugel, der von D. Hilbert (Grundzuge einer allgememen Theorie der 
linearen Integralgleichungen, Satz 50 fF.) dargestellt worden ist. 


2. Ich beweise zunachst : 

Ist die mittlere Relativ-Krummung 




einer Eifl&che g bezuglich einer anderen e ols Eifldche konstant , so ist g 
Relativ-Sph&re bezuglich c* 

Sind p und q die Abstande des Ursprungs von parallen Tangenten- 
ebenen an g und e> bo gilt fur den Relativabstand r nach den Ableitungs- 
gleichungen der relativen Flachentheorie 

r-.J— 

9 

r ik— g^ iA , 

also 

(1) =g ih r ik =2 + 2Hr—2 r,. 

Wir betrachten nun zun&cht die zu (1) zugehorige homogene 
Differentialgleichung 

(2) . 2< , u i —2Hu»0. 

Fftr jeden fasten Vektor c ist (c$) die Losung von (2). Wir be- 
haupten aber, dass jede Losung von (2) diese Form hat. 
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Zum Beweis betrachten wir ftir eine beliebige L5sung u von ( 2 ) die 
Httllfl&che 3 der Ebenen 

(3) *ur die 8 $i= w < ist. 

Der Ansatz 

S= a< Ji+£e 

fiihrt bei skalarer Multiplication mit Q nnd p* auf 
j3=u 

bezw. 


sodass jetzt 


a k =—u k1 


(4) i= - u %+ue 

wird. 

Daraus folgt 


i»=(— m*— w'AU+ttBi)^ 


und 


Si x j.-s 2 x j,=(j, x J 2 XAJ+mBJ]. 


Nun ist aber 


B*=2H 


und 


A (*—2 t i9 

sodass wegen ( 2 ) 

(6) 51x32=52x3, 

ist. 

Nach (5) aber musste 3 eine Kelativ-Minimalfl&che bezuglich 5 sein, 
wegen der Gesoblossenheit und Konvexitat von 5 also selbst-eine geschlps- 
sene Fl&ohe von nirgends positiver Krummung sein. 

Daraus folgt aber 
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j»ckon 8 t, w. }. b. Wm 

Diiroh gaeignete Wahl des Ursprungs kann man 
c =0 


erreichen. 

Die allgemeine Losung von ( 1 ) ist also 


k 7 =_£_= —_ 1 _=konst., 
q H 


w. 5 . b. w.« 


3. Konstante Eelativ-Kriimmung 

1 

fiihrt auch auf Relativ-Spharen. 

Den Beweis kann man nach Bonnet auf den in Nr. 2 bewiesenen 
Satz zuriickfuhren (vergl. Blaschkx, Differentialgeometrie I, 1 . Aufl. 
§76). 



Ueber Flachen und Kurven (V): Ueber Minkowskis 

Stiitzfunktion 

Sftji Matsumuea 


(Accepted for publication, July 3, 1933) 

Nach der MiNKowsKischen Theorie (Geometrie der Zahlea) der kon- 
vexen Korper ist ein solcher Korper ganz durch seine Stiitzfunktion 
bestimmt« (1) 

Diese Stiitzfunktion lasst sich wiederum durch gewisse Eigenschaften 
charakterisieren, die dann umgekehrt gestatten, den zugehorigen konvexen 
Korper zu bestimmen. 

Die von Minkowski selbst angegebenen hinreichenden Bedingungen 
fur eine Stiitzfunktion hat Rademacher (Berliner Math. Ges., Bd. 20, 
S. 14-19) verringert und gleichzeitig die Strecken und ebenen Bereiche 
ak raumliche Figuren mit in Betrach gezogen. 

Die RADEMAaiERschen Postulate fiir die Stiitzfunktion 

H(u,)=H(u„ Wj, ...u„) 

sind folgendes: 

I) H(0)=0; 

II) H(*«<)= tH(u t ), wenn f>0 ist. 

Ill) HfUt+vJ^HfuJ+Hfa) 

Es ist aber zu bemerken, dass es von Rademacher beim Beweis weaent- 

(1) Matoumura, 8.: t)ber Minkowskis Stiitzfunktion, die jetzt in der Prssse in Tahokn 
Nath. Journ. ist. 

[Mem. of the Fac. of Sci. and Agr., Taihoku Imp. Univ., Formosa, Japan, Vol. Y, No. 9, 
Sept *1933.] 
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lich benutzt wird, dass H fur endlich Argument© selbst endlich sei, ohne 
dass es besonders formuliert wird. 

Wir fiigen deshalb hinzu: 

IV) H(u,) ist stets endlich. 

Wir wollen versuchen, dies© gegenuber der MiNKOWSKischen Stutz- 
funktion reduzierten Postulate fur H noch zu verringern. 

Wir iibernehmen zu diesem Zweck I) und III), verringern II) und 
vermehren IV): 

Unsere Postulate lauten: 

A) H(0)=0 

B) Es gilt mindestens eine ganze positive Zahl 1, sodass 

H(p Uj) ^>p H(u<) ist. 

C) + + 

D) Im Bereich | | <^M ist H beschrankt: 

ih(OI<A(M). 

Wir wollen zeigen, dass aus A)-D) die KADEMACHEKschen Forde- 
rungen I)-IV) gefolgert werden konnen, dass also insbesondere II) gultig 
ist. 

Aus B) und C) erkennt man zunachst 

+H((p-1K)^. 

d. h. 

(1) H(j»u 4 )=pH(M 4 ) 

f&r die spezielle ganze Zahl p^> 1. 

Nun bilden wir fur f>0 die Hilfsfunktion 

(2) 7i(<)»H(fct 4 )-tH(u 4 ), 

und zwar bei beliebig gewfthlten, aber fasten Werten u 4 . 

Nach (1), (2) und A)-D) gilt : 

(3) 7<0)«/<l)=7< i o)=0, 

(4) fQr 0, i^O. 
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Abb C) und D) ersieht man ferner, dass IV) giiltig wird. 

Also ist nach D) auch fur t<^ 1 

(5) | /*(<) '<^(M)+n.Max | H(l, ...0, 1, 0, ...)|=B(M) 

8ei nun n^>0 eine ganze ZahL 
Dann ist naoh (3) und (4) 

(6a) h(n)£h(1 )+/<1)+... +/<1)=0. 

Analog zu (1) beweist man andererseits fur jedes ganze r)>0 

H(r r w t ) ^: pH(y * 1 u^f H(p r ~ J «<);>... 

woraus dann wegen C) wieder folgt 

O') 

Es ist also auch 

(3') h(p ')=0 

fiir jedes ganze r>0. 

Ist nun 

n ^P"> 

p r =an + t 3, 

WO 

a> 0 

und 

ganz ist, was wir durch passende Wahl von r stets erreichen konnen, so 
ist naoh (4) und (6a) 

h(l>n^<n)+W)£0 . 

Vergleichen wir dieses mit (3') und (6a), so folgt also, dass 

(6) /<n)=0 

fQr jedes ganze n^;0 ist. 

Aus. (6) und (4) folgt weiter 
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(7) h(t+n)^h(t) (Q>0), 

d. h. h(t) wird sicker seine grosstCn Werte solum m Irdervall 
0^<^l 

annehmen ! 

Wir behaupten : es sei 

(8) A(0-» 0 fur <^0 
Angenommen, es sei 

7 t (r)+0. 

Dana ist nach (1') und (2) fur ganze r> 0. 

(9 ) h(p r t) =H( p r tut ) — p r t !!(«<) 


= P r h{t). 


Fur den speziellen Wert 


t = T 

ersieht man daraus, dass mit wachsendem r der absolute Betrag von 

Kp tt ) 

uber alle Grenzen wachst. 

Ware nun 

A(r)>0, 

so wurde dies im Widerspruch stehen zu D), (7) und der dort auschlies- 

senden Bemerkung. 

* _ 

h kann t#So keine positives Werte annehmen. 

Wir mbssen also nur noch den Fall betrachten, wo 

h(T)<0 

ist. 

Dann sei 

n>r 


ganz. 
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Nach (4) und (6) ist nun 

0=7i-(n)<^7i(r) + 7i(n—r), 
nach. pnserer Annahme also 

0<7i(n--r). 

Zu jeder Stelle r negativeu Wertes musste also mindestens eine 
Stelle positiven Wertes von 

h 

existieren im Widerspruch zu dem vorher Bewiesenen. 

(8) ist also hiermit bewiesen. 

(8) aber ist mit Postulat II) identisch, das also aus unseron Axiomen 
A)-D) bewiesen worden ist. 




Beitrage zur Geometrie der Kreise und Kugeln (VII) 


Sftji Matsumuba 

(Accepted for publication, July 3, 1933) 

( i) 

Es scien drei Kreise it, St, & im R, gegeben. 

1st =/>,$• eine normierte Kugel ira R, durch St, bo setzen wir 

( 1 ) 

ein. 

Dana muss 

(2) cosV=T‘V./>. sein, 

wobei <p den Winkel zwischen tj und $ bedeutet. 

Wenn <p den Winkel zwischen und $ bedeutet, so besteht 

(3) cos , f=T‘V«/°i> 

Seien p l} p 2 ; />„ p t die Wurzeln von 

fc ? =T'V‘+2T'>, / o 4 +T->=, 

bezw. 

dann ist 

cos’^=/) 1 /£>iA ,? oder co8 1 <p=p i p i k* f , 

wobei <p den Winkel zwischen St und St bedeutet und k eine Konstante 
ist- 

[Mem. of the Fee. of Bci. and Agr., Taihoku Imp* Unlv., Formosa, Japan, Vol. V, No. 9, 
Sept. 1938.] 
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( 2 ) 

Die Regelsehar der F 2 ist durch 

mifc pipjLH’esO 

gegeben. a) 

Betrachten wir, dag in dem Falle eine neue quadratische Relation 


( 1 ) ft/vG^-O 

besteht. 

Setzen wir 


( 2 ) 


dann folgt 


ff^pxPv.G^, 


^ . 


3«7 i _ ; 

3/o. 

2 7 

3/>, 

«/. 

=c'; 

- 3 ?i. 

d Pt 


3 />2 

3/ . 

=r, 

_3_gi_. 

3/>j 


3,0. 


■|£-=2(*A"+j/A«+*A’), 

*Pl 

4?L=2(yA M +xA 1i +*A ? '), 

d Pt 

-^=2(*A S5 +yA*+xA n ), 

3/»» 


wobei pi^x, pjszy, p&bz ist. 

Aus 


(1, T#9<, O.i (jber projektire Flichentheorie Abb. ans dem Math. Seminar der H a mh . 
Unw. Bd. IF (1926), S. 287. 
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( 3 ) y- 


folgt dann 


3/ 

JL 

_i L 


dx 

3y 

dz 


3g, 

3g, 



dx 

3y 

dz 


*<h 

3 9t 

l&L 


dx 

3y 

dz 


e, 

t 

, e, 

xA ,, +#A ,, +*A M 

y A ffi 4 - xA.' 1 + sA K1 zA.'~ +y A K +xA " 1 

acG" + 2/G l2 +sG"' 

yG^’+xG’+sG- aG'+yA^+xG ’ 1 


/===(Quadratische Gleichung in x, y, z ). 

Die Stelle fur Maximum und Minimum von f auf <^=0, r/^Omuss 
auf der Flache J=0 C1> sein, also folgt der 

Satz : Die Anzahl des Maximums und Minimums j ist oo 1 , wobei 
(1) besteht. 


( 3 ) 

Im allgemeinen botrachten wir 
(1) /(*„ .... x„), 

welcbe der Grad n ist. 

Die Bedingung von dem Maximum oder Minimum von (1) ist 


3 J 

3/ 

3/ 

dXy 

dx. 


3 g, 

3gi 

3gi 

dx i 

dx. 


_3g*__ 

dx { 

dga 

0X 2 

3gj 

.~a*T 

3y,_i 

dx x 

_3g«-I_ 

3x 2 

_3g.-j_ 

3*« 


(1) VergL etwa Hadamard, J.: On ordinary Restricted Extrema in connection with 
Point Transformations, Bulletin of the American Math. Society, Vol. XXXV, p. 823. 
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wobei 

9 ifai * %*> ••• ac n ) == ^> "* 9 *- i (* i > •••^•) aa *0 

bestehen. 

Aus (2) folgt der 

Sat*: Die Anzahl des Maximums und Minimums von j ist 

(„_l)(p_l)(g_l).. 

wobei 

g l =Q t g 2 =r 0, 

und der Grad von /, (/„ # 2 , ...... n bezw. p, q, . ist. 


( 4 ) 

Zwei eigentliche Kreise £ und rj im R 2 bestimmen einen Kreisbiisohel, 
dessen co 1 die Kreise £ gegeben sind durch 

( 1 ) 1 :=a$+^, 

wo a und f) irgendwelche skalare Zahlen Bind. 

(2) 0=(cc)-«*(«c)+2^(^)+/9'(??) 

ist die Bedingung dafiir, dass £ Punktkreise sind. 

Seien j eine Funktion von a, ft und setzen wir 

-1 

- _p.=2[(&>+(6?)£l, 


Aub 


foigt aAan 
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Die Bfcelle far Maximum und Minimum yon j auf (££)=0 muss auf 
der Kurve /=0 sein, also folgt der 

Sfttz : Die Anzahl des Maximums und Minimums von f(a, ft) ist 
n, wobei der Grad von /, n und £ die Punktkreise sind. 


( 5 ) 


In dem Biischel der Kugeln j^\)='£p a £* dumb unsem Kreis gibfc 
es zwei Nullkugeln der Punkte, die sich als die Losungen von 


ergeben. 

Setzen wir 


g ==^ P < tPf A .‘>=0 


* Aus 


i- 

d Pl 

dp 2 

2(A" j0l + A’» 


2 i= 


3 />: 

*9 


d Pi 


=2(A'>, + A^,). 


j=pqi-qp,=o 

folgt dann 

y- E '(A'v,+A^) - eXA’v,+A'>,)=0. 

Die Stelle fur Maximum und Minimum von / auf g =0 muss auf 
der Kurve j—0 sein, also folgt der 

Satz: Die Anzahl des Maximums und Minimums von I) ist 
zwei, wobei 9 zwei Punktkugeln sind. 

Setzen wir 


/=£/>. S‘> 
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dann folgt der 

gate: Die Anzahl ties Maximums und Mlnimums von / ist zwei, 
wobei / eine Kreisschar, die den Nachbarkreis beruhrt. 

( 6 ) 

Wir haben als Affinentferaung eines Punktes 3 von der Flachenstelle 
$ den Ausdruck 

(1) p =— ( i . 7 1 

\y/\E8=m\* 

eingefuhrt. 

1st £ eine Kugel und 5 ein nicht auf ihm liegender Punkt, so ist 

(2) 5=2( X f)e- X 

der zu £ in bezug auf die Kugel £ inverse Punkt. 

Aus ( 1 ), (2) folgt 

(3) p = ' 

It/LN^M 7 !* 

So folgt der 

Satz : Ist ? ims Kugel im und 5 ein nicht auj ihm liegender Fl&chen - 
punkt, dann ist die Ajjmentjemung p eines PunJctes, des zu £ in bezug auj 
die Kugel £ inversen Punktes, von dem Flaohenpankt £ ist mil 

p= S3Ml-?s>-i-! r hL 

[t/LN-M* I* 

gegeben. 

JBezeichnet man den Winkel, unter welchem der Krais (6, 6') zur 
Kugel (j) geneigt ist, mit V, so ist es leicbt beweisbar, dass 

(4) coe'V=( S 6) 2 +( S 60* i*t 

luff eine Kugel and 6 ein nicht aaf ihm liegender Punkt, so ist 
(6) 6=2( s f)f-j 



BBtTR&OB ZCR GEOMETBOS BBS KREJSE DND KUGELN (VH) 8*5 


der zu g in beirag anf die Kugel £ inverse Kugel, so folgt aus ( 4 ) ( 5 ) 
oos^v=[2( a f)( S e)-( S f)]* 

+ W)(f£)-(3'5)] 2 - 

Wenn 

f=aa+/?a / 

ist, dann folgt 

008 *V « C0S ? 0*«* + CC 

sin*V=sin*oj*a ? + sinW./J’, (a*+^= 1 ), 

wobei a, £ zwei Parameter Bind. 

Wenn cos"V=F ist, dann folgt 


&*=cos ? o> •«" 4 - cos 

wobei A; ‘ein Konstant ist. 

Wenn 

f=acosu + ta / sinu, 

dann 

(co^V—cos^ii^cos 2 ?/ — cosW«sin f M, 
(sin'V=sin ? oM30B 9 tt+(l + cisV'Jsin'tt. 
Fur zwei Kugeln von £ ergibt sich 

(cos*V =cob’o>*cob''u+ sinW»sin°w, 

(cos V =cob°«i-cob , u + sinW*8in°u. 


( 6 ) 


Aus (6) folgt 

coB f V __ 008*0^08^4 +sinV-sin^w 
cob^V coB 9 a>*oofl n M + flinW-sin’ti 


cos°o> + sin W*tan ? i( 
cob*w + sin f ai'*tan’u 


Wenn V*V, dann 

t cos*o>+sin 2 o>'-tan^u 

1 =- J" - — ■ _ - 9 

cos *oi+sin W*tan*u 
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tan 2 u= 


oos T aj—ooefttf 
sinW—sinW 


so ergibt sich 


;=coeuf .], 

\ r sin W—sin W / 


(*) 

J)urch die Differentialgleichung 

* 

ist ein Kurvensystem auf der KreisflAche bestiramt, wie man die Ortho- 
gonaltrajektorien erh&lt. 

Man ersetze ^ durch <P(t 9 r) und durch in (4); (,) dann 
dr, dr t dr 

erhalt man fur die orthogonalen Kurven die Diflferentialgleichung 


( s) 


Sate 1: Wenn p zwei Richtungen von 

Pdf 2 +Q /it dr +Rdr f s=0 bedeutet, 


dann ist 


tan <p= 


EB 

(0;e,)R-(epjs+ittjp 


Sate 2: Wean Parameterkurven Orthogonal sind, dann ist die 
Diffferentialgleiohung der Linie auf Kreisfl&chen, die 

(1) MAHfexmuu, 8. i BeitiSge xur Geometrie ‘der Kreiie and Kogeln, (1); Mem. of 
tile Fee. of Bet and Ag r, Taiholcn Imp. Univ., Forman, Japan, Vol. V, p. 09. 
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const* 


mit den Winkeln /9 flchneiden, mit 


d< 

dr 


=tan 



gegeben. 

Satz 3 : Die Differentialgleichungen der Kurven, die die Para- 
meterkurven halbieren, sind mit 

V (0,0,) di— i/(0 t 0 T )dr=:O 

and 


gegeben. 


1/(0,0,) dM- t/(0 x d;)dr=0 


( » ) 


Sind 

Ms 1 * s n > s m )=i°.» 


Ms 1 * S n > S u, )=j°.'» 

MX 1 , ?> D-P' 

die Gleichungen der drei Kurvenscharen in Rg, dann ergibtf 0 sich 


h J: V : h m 



( 10 ) 

Betrachten wir sechs Kreise 

& h> h> ^ und 
im R» wo eine Beziehung 

( 1 ) 

P+? 

(1) XtOKlAT, H* : Biaxchi, Vorleeungen fiber BUferentialgeometrie (1910) S. 929. 
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besteht, wobei p, q zwei sakalare Grossen sincL 
Aus (1) folgt 

(2 ) ( Si? ) = .. 

(?+?)* 

Wenn 

(Si9i)=(Et^)=(^.5s)=(s*S*)= 1 
ist, dann folgt aus ( 2 ) 

(S9) =1 » 

bo folgt der 

Satz: Wenn die Kreise g„ ; g„ ty 2 ; g 2 ; mit einander 

beriihren, bo beriihren auch g und ^ miteinander. 

( n) 

Eb seien zwei Kreise ft im Rj gegeben. Wenn £ ein Kreis, der 
durch die Schnittpunkte von f und rj geht, ist, dann folgt 

( 1 ) + 

wobei a, /3 zwei skalare Grossen sind. 

Wenn ein Punkt g auf J liegt, dann ergibfc sich 

(sc)=«(fs)+^s)> 

d» h. 

0 =a(f S ) + ^ ? ), 

(2) «:^=(>?E)-{-(fE)}* 

Setzen wir (2) in (1) ein, dann folgt 

(3) C=(?X)f-(?X)*- 
Wenn 9 auf £ liegt, dann folgt 

( 4 ) 

Aus (3), (4) eigibt sich 

(•) ((?s)-(w))M(*s)--(^)) ? . 

So iblgt der 
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Satz: Wenn zxvei Punkte 5 , immer auf den Kreisen , die dureh die 
Sohnitipunkte von zwei Kreisen f und 37 gehen , liegen y dann besteht (3). 

Wenn drei Punkte j, 5 , 5 auf einem Kreis p wie j in (3) liegen, 
dann folgt 

(6) J i=(n)*-(.hH 

U=(7S)M*S)9- 


Nach den Bedingungen 

(Cr)=o, (Cr)=0 und (cr)=° 


ergibt sich 

(7) 

BO folgt 

( 8 ) 


|'to)to)=to)to)> 
| (9sXfr)=(f|)(7r)> 
\(95)(?r)=(^E)( ! 7r)> 


f jfos)_ 

to) , 

I to) 

to) 


_to)_. 

, 0?S) 

to) 


( 12 ) 

Satz : Wenn zwei Kreise 

s‘[«=l, H] 

im R 2 einen Kreis ; senkrecht schneiden, dann scheiden zwei Kreise, die 
zu jj in bezug auf den Kreis £ in verse u Kreise, den Kreis £ auch 
senkrecht. 

Beweia : Aus uuseren Voraussetzungeu ergibt sich 
(,•*)=<), C«=I, II]. 

Aus 
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folgt 


also muss 


(l,-, J )= 2 ( 8 *fXcf)-( s «c), 


(>} # ?)=0 

sein. w. z. b. w. 


( 13 ) 

1st c eiu Kreis und g ein nicht auf ihm liegender Kreis ini K*, 
ist 

(1) H-SfeOf-J 

der zu g in bezug auf den Kreis 6 inverse Kreis. 

Wenn g durch Inversion invariant iBt, dann folgt 

(2) S=2( S |)f- S . 

Aus (2) folgt 

(7S)=(7> 2(sc)f-j), 

d. h. 

(3) (?S)=(5f)(^)- 

Fur den andern Kreis g anstatt g ergibt sich 

(4) (7S)=(S^)(^)- 

Aus (3), (4) ergibt sich 

fag) _ (fg) 
fag) (*g) 

( 14 ) 

(i) i, :=$+ n 

sind zwei Kreise im Bp die sioh in g beruhren. 

Nehmen wir einen Punkt tj auf dann ergibt sich 
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d. h. 




( 2 ) 


o=(c^)+r(w) 



Aus (1), (2) folgfc 


(3) C=?—- -- £• 

v ; ^ (S9) 5 

Nehmen wir zwei Punkte anstatt kj, dann folgt aus (3) 


(4) 




d. h. 


(s \ Ci-c = jfyjXsM.. 

v ' c.-e (f» 8 )(s».) 

(5) ist die Bedingung dafur, dass zwei Kreise Ce C:) worauf zwei Punkte 
ty It liegen, den Kreis £ in j beriihren. 


( 15 ) 

Betrachten wir drei Kreise £, y, f, die durch zwei feste Punkte 
hindurch gehen, dann folgt 

( 1 ) A£+^ + <= 0 , 

wobei Jt, p, v drei skalare Grossen sind. 

Pdr einen andem Kreis j ergibt sich 

(2) l(^i)+^(?8)+v(Ci)=0* 

Nehmen wir noeh einen andem Kreis y anstatt $, dann folgt 

(3) i(fr)+/‘(?r)+‘'(Cr)=°- 
Aus (1), (2), (3) folgt 
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e 

(fa) 

(fr) 


7 

(78) 

(7r) 


C 

(C8) 

Cr) 


=o. 


Die Gleichung'^ ist eine Bedinguug dafur, does dieselbe zwischen ftinf 
Kreisen £, fy C* b Y bestehen muss, wobei drei Kreise ^ £ zwei feste 
Punkte hindurch gehen. 

1 st f ein Kreis im R, und 3 ein nicht auf ihm liegender Punkt, so 
ist 


( 1 ) 

der zu 3 in bezug auf den Kreis £ inverse Punkt. 
Greichfalls ist 

( 2 ) 

der zu ty in bezug auf den Kreis £ inverse Punkt. 
Aus (1), ( 2 ) ergibt sieh 


i 9 == 2(2(j£)£— 5 , f)f-{ 2 (a£)£_ 5 } 
=4(j£)£-2(£ S )-2(a£)£+a 


= 8 * 

so folgt der 

Satz: Em inveraer Punkt von einem Inverse* Punkt m bezug auj 
denselben Kreis ist derselbe Punkt. 


( U ) 

Betrachten wir einen Kreisbuschel 

(1) Si+^s» 

wo St zwei Kreise im R* uu#i skalare Grossen ist. 

(1) pjBggs a, J, W.: Invariants 0 1 sets of Points under Inversion, American Joum 

WMatix. U (1989) p. 599. 
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(*) &=2 (s,+As» £)£={&+*&) 

ist der zu 

in bezug auf den Kreis f inverse Krais. 

Ans (2) folgt 

(3) l,=2( Si e)- Sl + ^{2(s^)e- fe } 

wobei die zu 

h bezw. & 

in bezug auf den Kreis £ inversen Kreise sind. 

Aus (3) folgt der 

Satz: Diirch eine Inversion transjormieri sick der Kreisbuscliel zum 
Kreisbitschel. 


( 17 ) 

Ist £ ein Kreis und 3 ein nicht auf ihm liegender Kreis, so ist 

(1) 1)=2(8c)c-s 

der zu 3 in bezug auf den Kreis £ inverse Kreis. 

Wenn 3 glelch ty, d. h. 3 ein Kreis ist, ist, der durch Inversion 
invariant ist, dann folgt aus ( 1 ) 

(2) 8=2( 5 £)£- 8 

d. h. 

(3) 8=(8?K 

Wenn 3 = 3(0 ist, wobei t ein Parameter ist, dann folgt aus (3) 

(*) a( 0 =( 8 (<)> &• 

3 , wobei j=(jr)- ist, ist dann der Berfihrungspunkt von 3 mit 3 + 3 dt. 
Kreise 3 (t) sind dann die Schtniegki%ise (t) der Kurve g(t). 


(1) Tboksbn, G.: tlber konforme Geometric II, Abh. wn dem Math. Seminar aus dent 
Math. Seminar der Hantb. Univ. IV Bd. (1926), a 126. 
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Eb sei (j j)=0, bei denen aich konsekutive Kreise beruhren, dans ist 

( 80 = 0 ; 

also steht j auf f senkrecht, der Qyerkreis der $char. 

( 18 ) 

Wenn 

(Sc )=0 

in 

9=2( 8 -)?- 8 , 

dann 

• “- 8 - 

Aiir ($£)=0 folgt (—ty£)*=0, d.h. (ty£)=0, daher folgt der 
Satz : Wenn % zu £ senkrecht durch Inversion ist , dann muss tj ouch 
zu c senkrecht sem . 


( 19 ) 

Aus' 15 

»b = 2(8.c)c-8» 

folgt 

(M*)= 4 (8<0(8*«)(^) + (8«8>)- 
-2(8.f)(8»f)-2(8<f)(8^) 

= (8< 3*)» 

denn 

(c?) = l. 

So folgt der 

Satz s' 1 * Durch Inversion bteibt der Winkel invariant. 


(1) VeigL <JS). 

(2) Cooudgb, J. L.; A Treatise on the Circle and the Sphere, Oxford (1916;, p. 24. 
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